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OH till Forelasning 3, Numme O1, 130128
GNM Kap 4-4.4A / GKN Kap 4.1A,(D),E Interpolation

Lasa mellan raderna

&z Y

1900 3822

1910 3982 4400

1920 4281 o ©

1930 4302 42001

1940 4042 o

1950 3922 4000r o 6 o000
1960 3921 3800

1970 3940 1900 1920 1940 1960 1980 2000
1980 3960

1990 3980

Allman polynom-interpolation

Valj ett lampligt gradtal till polynomet och vélj ut nédvindigt antal tabellvarden (eller tag alla tabellvirdena
och lat gradtalet bestdmmas av det). Bestam sedan polynomets koefficienter genom att lata polynomet ga
igenom de utvalda tabellvirdena, p(z;) = y;.

Linjar interpolation, GNM sid (5)2 - GKN sid 134ff

Sokt virde ar y(1925). Linjar interpolation (approximation med en rét linje) kréver tva givna punkter.
1925 ligger mellan 1920 och 1930:

y(1925) = k1925 4+ m =
y=kxi+m 4281 = k1920 +m k=21
y=kx+m = = = = =2.1-1925+249 =
Yy =kxo +m 4302 = k1930 + m m = 249
= 4042.5 4+ 249 = 4291.5

Kvadratisk interpolation, GNM sid (5)3

Sokt varde ar y(1925). Kvadratisk interpolation (approximation med ett andragradspolynom) kréver tre
givna punkter eftersom ett andragradspolynom har tre koefficienter. 1925 ligger mellan 1920 och 1930, jag
valjer x1 = 1920, a2 = 1930 och x3 = 1940:

y1=c1+com +egal 4281 =c; + 21920+ ¢31920° ¢ = —5206119

y=c +02m+03m2 = Ya =101+ C2T2 +03x§ = 4302 =c¢1 + 21930 + c3 19302 = o = 5411.35

Y3 = ¢1 + co w3 + c3 T2 4042 = ¢1 + 2 1940 + c3 19407 c3 = —1.405

y(1925) = ¢1 + co - 1925 + c3 - 19252 = —5206119 + 5411.35 - 1925 + (—1.405) - 1925? =
= —5206119 + 10416848.75 — 5206403.125 = 4326.625

1 1920 19202 1 1920 3686400
A=11 1930 1930% | = | 1 1930 3724900 —  k(4)=29- 10"
1 1940 19402 1 1940 3763600

1940 ligger lika langt fran 1925 som 1910. Hade jag valt x1 = 1920, z2 = 1930 och x3 = 1910 hade jag fatt
c1 = —5150535, ca = 5353.6 och c3 = —1.39 vilket ger y(1925) = ¢1 + c2 - 1925 + c3 - 19252 =

= —5150535 + 5353.6 - 1925 + (—1.39) - 19252 = —5150535 + 10305680 — 5150818.75 = 4326.25

Nya koefficienter och ett lite annat svar!
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Kvadratisk interpolation med centrering

Med z1 = 1920, x2 = 1930 och x3 = 1940 kan jag centrera kring medelvardet m = 1930.

4281 = ¢1 + ¢3 (1920 — 1930) + ¢35 (1920 — 1930)? ¢ = 4302
y=ci4c (x—m)+ecs (x—m)® = 4302 =c1 + s (1930 — 1930) + ¢3 (1930 — 1930)° = ¢z = —11.95
4042 = ¢1 + ¢z (1940 — 1930) + ¢3 (1940 — 1930) c3 = —1.405
y(1925) = ¢1 + ¢3 - (1925 — 1930) + c5 - (1925 — 1930)* =

= 4302 4 (—11.95) - (1925 — 1930) + (—1.405) - (1925 — 1930) = 4302 + 59.75 — 35.125 = 4326.625

1 1920 —1930 (1920 — 1930)° 1 —10 100
A=1|1 1930-1930 (1930—1930)* | =[1 0 0 —  k(A)=14-10°
11940 — 1930 (1940 — 1930) 1 10 100

Hade jag valt x1 = 1920, 2o = 1930, 3 = 1910 och m = 1920 hade jag fatt ¢; = 4281, ¢ = 16 och

cs = —1.39 vilket ger y(1925) = ¢1 + c2 - (1925 — 1920) + ¢3 - (1925 — 1920)2 = 4281 + 16 - (1925 — 1920) +
(—1.39) - (1925 — 1920)2 = 4281 + 80 — 34.75 = 4326.25

Nya koefficienter (forutom hogstagradskoefficienten) men samma svar! (Numreringen av x; spelar hir ingen
roll. Vi hade fatt exakt samma koefficienter om vi hade tagit tex z; = 1910, 2 = 1920 och z3 = 1930).

Oavsett vilka punkter jag valt far jag mycket ”snéllare” siffror vid centrerad &n naiv ansats!
Kvadratisk interpolation med Newtons ansats, GNM sid (5)4 - GKN sid135

Ett alternativ till centrering &r Newtons fiffiga ansats. Koefficienterna bestdms som vanligt med p(z;) = y;.
Med z1 = 1920, 2 = 1930 och x3 = 1940 (och y1 = 4281, yo = 4302 och y3 = 4042) far jag

plx)=ci14+c (x—x1)+c3 (x—x1) (x—2x2) = pla) =c1 +ca (& —1920) + ¢35 (x — 1920) (x — 1930) =

4281 = ¢; + ¢ (1920 — 1920) + ¢35 (1920 — 1920) (1920 — 1930) = ¢4 ¢ = 4281
4302 = c1 + ¢5 (1930 — 1920) + 5 (1930 — 1920) (1930 — 1930) = ¢; + 10¢» = =21
4042 = ¢1 + ¢5 (1940 — 1920) + 5 (1940 — 1920) (1940 — 1930) = ¢; + 205 +200c5 3 = —1.405

y(1925) = ¢1 + c5 - (1925 — 1920) + c3 - (1925 — 1920) (1925 — 1930) =
— 4281+ 2.1-5+ (—1.405) - 5- (=5) = 4281 4 10.5 + 35.125 = 4326.625

1 0 0 x Lattlost ekvationssystem
A=|1 10 0 —  k(A)=20-107 * Lagt konditionstal
1 20 200

* Ateranvindbara koefficienter

Hade jag valt x; = 1920, x5 = 1930, 3 = 1910 och Newtons ansats hade jag fatt
plx)=ci+c (x—x1)+cs (@ —x1) (x—2x2) = px) =c1+c2 (x—1920) + ¢3 (z — 1920) (v — 1930) =

4281 = ¢1 + ¢5 (1920 — 1920) + ¢35 (1920 — 1920) (1920 — 1930) = ¢; cp = 4281
4302 = ¢1 + ¢5 (1930 — 1920) + ¢5 (1930 — 1920) (1930 — 1930) = ¢; + 10 ¢, = =21
3982 = c1 + c5 (1910 — 1920) + ¢5 (1910 — 1920) (1910 — 1930) = ¢; — 10y +200c5 5 = —1.39

y(1925) = ¢; 4¢3 - (1925 — 1920) 4 c5 - (1925 — 1920) (1925 — 1930) =
= 42814 2.1-5+4 (—1.39) - 5 (—5) = 4281 + 10.5 + 34.75 = 4326.25

2
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Eftersom de tva forsta punkterna i ansatsen var desamma blev ekvationerna likadana och koefficienterna
dérmed oféréandrade. Fran och med den nya punkten far man nya koefficienter. Dock ar hogstagradskoeffi-
cienten forstas densamma som vid naiva och centrerade ansatsen och vi kinner igen svaret. (Numreringen
av x; paverkar koefficienternas virden men inte polynomets!)

Hur bra ar resultatet?, GNM sid (5)6-7,16-17 - GKN sid 136

Etruni = |Skillnaden mellan berdknat polynomvérde och ratta virdet
~ Skillnaden mellan berdknat virde och det man far om man okar gradtalet med ett.
2 forsta forsummade termen i Newtons ansats. (Inte vid naiv och centrerad ansats!).
Specialfall : vid linjér IP i ekvidistant tabell blir Ejyypni ~ max |A%y|/8
vid kvadratisk IP i ekvidistant tabell blir Eyyyni ~ max |A3y|/15
Eiqp > By, dvs felgransen i de givna tabellvérdena.
Exempel : vid linjér IP blir Ey.p, = Ey, vid kvadratisk IP blir Eyq, = 5/4 E,

Vart exempel: Med linjar IP fick vi y(1925) = 4291.5 och med kvadratisk IP fick vi y(1925) = 4326.625.
Trunkeringsfelets grins vid linjar IP skattas da till Eppne = |[4291.5 — 4326.625| = 35.125 och osékerheten
pga fortplantade fel i indata till Eyqp = 1- Ey = 0.5. Grénsen for berdkningsfelet dr svarskattad men klart
mindre om vi anvint Newtons eller centrerad ansats d4n den naiva.

Eftersom trunkeringsfelets grans ar mycket storre an tabelleringsfelets 16nar det sig att oka gradtalet hos
interpolationspolynomet.

Runges fenomen, GNM sid (5)9 - GKN sid 139

Polynom av hog grad, speciellt vid ekvidistanta data, kan fa kraftiga svAngningar i ytteromradena.

Styckvis interpolation, GKN sid 140

T y k
T Y1 k1
€2 Y2 ko
T3 Y3 k3

Olika polynom mellan varje punktpar. Ett tredjegradspolynom har fyra koefficienter:

p1(2) = ez atesa®+esa®, v <<z = pi(z) =y pi(@2) =y2 pilxr) =k pi(a2) = ke

po() = bitboz+by 2®+bsa®, o<z <23 =  pa(2) =y2 polw3) =ys Ph(r2) = ko phlws) = ks

Hermites interpolationsformel, GNM sid (5)10 & (5)20 - GKN sid 141 & 171!

hi = 241 — x4 P(x) =y +ci(x —x5) +
¢i = (Yir1 — ¥i)/(Tit1 — ;) + (z— ;) (@ — 2i1) (kigr — &) (@ — 20) + (ki — ¢i) (z — 2i11)) /B3
T Y k
3 4 1 .
5 5 1 Onskas z;, =3 Tiy1 =5H
6 3 2.5 y(4.2) yi=4  yiy1=2 = =02-49/56-3)=-1
blir det k‘z =1 ]{11‘4_1 =-1
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Skattningen blir y (z = 4.2):

P(4.2) =4+ (—1)- (4.2 3) + (4.2 = 3)(4.2 = 5)(((=1) — (=1))(4.2 = 3) + (1 — (—1))(4.2 — 5))/(2%) = 3.184
Vill man skatta y (z = 3.2):

P(3.2) =4+ (—1)- (32—-3)+ (3.2—3)(3.2 = 5)(((—1) = (=1))(3.2 = 3) + (1 — (—1))(3.2 — 5))/(2%) = 4.124

Vill man skatta y(5.2) maste man berdkna nya virden pa h och ¢ eftersom z = 5.2 ligger i néista intervall.

Styckvis interpolation - splines, GNM sid (5)12 - GKN sid 142

i Yy pi(z) =a1 +asx+azz +a4x3

S S pa(x) = by + by + by’ + by a® 16 sokta

o " L = 5 7 koefficienter!
€3 Y3 /\ s pg(I) =c+tcar+c3 z2 +cyux |
T4 Y4 B — pa(z) = dy +dyx + dz2® + dy 2®

L5 Ys

Givna véirden pa funktionen i métpunkterna och kontinuerlig forsta- och andraderivata ger villkoren

P12 p3(T3

plE-ﬁZ; = z psEm; = Z4 Pi(@2) = palwz) - pi(r2) = pa(e) 14 villkor
p2(x2) = Yo Pa(®a) = Ya P2(@s) = pg(xg) p2(23) = pg(xg) Fattas 2 st!
po(ws) = s pa(as) = ys py(xa) = pi(xa)  py(wa) = pi(aa

De tva felande villkoren far (maste) vi alltid vélja sjalva. I naturliga (kubiska) splines gor man valet p” =0
i ytterkanterna, dvs i exemplet ovan skulle de tva extra villkoren bli pj(z1) = 0 och pJ(x5) = 0.

I praktiken

Los ekvationssystemet nedan for k-viardena och anvédnd sedan dessa k-varden i Hermites interpolations-
formel.

2hy hy 0 0 0 i b
ha  2(ha + hy) hi 0 0 ]{11 bl
0 ha 2(hs + ha)  ho > 2
, . i . ks | =3 | b3
0 0 o B 2(hi4has) s ) )
0 0 0 B %, 1 n n

Ay omi=1
dar b; = llAyﬁ-h omi=23,....,n—1
Ayn—1 omi=n

Styckvis interpolation - nistan splines?

Om man vill slippa 16sa ekvationssystemet ovan kan man skatta derivatorna med f6ljande formler dér N &r
antalet givna punkter. (Detta betyder dock att andraderivatan inte blir kontinuerlig.)

k1:2<y2—y1>_<y3—y1> b — <yi+1_yi1> P9 N_1 kN:2<yN—yN1>_<yN—yN2>
T2 — X1 T3 — T1 Tit1 — Ti—1 IN —ITN-1 IN —ITN-2

(© 2013 Ninni Carlsund Levin
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Grad 2 Grad 2 Grad 3
4400 4400 4400
4300 4300 4300 S& har blev det utan centrering!
4200 4200 !\ 4200
Grad 7 Grad 8 Grad 9
4100 4100 4100 4400 6000 4600
4000 ° o1{ 4000} o | 4000 o 4300 5500 4400
000° ° o 5000
3900 © 3900 © 3900 © 4200 4200
4500
3800 3800 3800 4100 4000
1900 1950 2000~ 1900 1950 2000~ 1900 1950 2000 4000 o|%
4000 001 3500 3800
400 Grad 7 4400 Grad 8 400 Grad 9 3900 2000 3600
4300 4300 4300 %00 1950 2000 %00 1950 2000 >*%fb00 1950 2000
4200 4200 4200
4100 4100 4100
4000 oo 4000 o1 4000
3900 3900 3900
3800 3800 3800
1900 1950 2000~ 1900 1950 2000~ 1900 1950 2000
Hermites gamla interpolationsformel, GNM sid (5)10
(Anvénds ibland i EXS och extentor)
h; = Tit+1 — T4
Sa for valfritt
Ay = Yit1 — Yi te[0,1] T =+ th
’ 2
gi:hiki_Ayi . . y:yi+tAyi+t(1—t)gi+t (l—t)Ci
kan vi berdkna
C; = QAyZ — hz (kz + ]{11‘4_1)
= T v 1 & _— h=5—-3=2
Onskas
3 | 4 1 (42) Ay=2—4=-2
_ Yi=.
(5; ; 2;, blir det g=2-1-(=2)=4
i c=2-(=2)—2(1+(-1)) = —4

Vill man skatta y (x = 4.2) :

t=(r—x;)/hi=(42-3)/2=0.6
y=4+0.6-(—2)+0.6-(1—0.6) 4+
+0.6%- (1 —0.6) - (—4) = 3.184

Vill man skatta y (x = 3.2) :
t=(r—axi)/hi=(32-3)/2=0.1
y=4+0.1-(-2)+0.1-(1-0.1) 4+

+0.1%-(1-0.1) - (—4) = 4.124

Vill man skatta y(5.2) maste man berdkna nya vérden pa h, Ay, g och c eftersom = = 5.2 ligger i nésta
intervall.

(© 2013 Ninni Carlsund Levin




