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OH till Forelasning 4, Numme O1, 130130
GKN Kap 4.1D & 4.2C-1 Linjara Minstakvadratmetoden, (MKV)

Losning saknas?

TH+Yy=>5 1 1 5
T+2=6 12 <$>= 6 = Ac=b
r+2y="7 L2
Anvander vi bara ekvation 1 och 2 far vi z = 4 och y = 1 vilket inte stdmmer i ekvation 3. Anvénder vi
istallet ekvation 1 och 3 far vi = 3 och y = 2 vilket inte stdimmer i ekvation 2. Bada sétten ger ||r||, = 1.

5 1 1 4 5 5 0
r=b—Ac=|6]|—-|1 2 <1>= 6]—16]=1]0
7 1 2 7 6 1
5 1 1 3 5 5 0
r=b—Ac=|6]—-|1 2 <2>: 6| —-17]=1]-1
7 1 2 7 7 0

Hitta en 16sning sa att normen av felet minimeras. Hitta ¢ sa att ||r||, minimeras.

Minimum fas da derivatan av ||r||; med avseende pa ¢ &r noll.

|3 = rTr = (b— Ac)T (b — Ac) = bTb+ T AT ¢ — 2¢T AT

a1 lrll;
%:MTAC—QA%:O =  Ac=A"p
C

11 5 11 5
A=[1 2| b=1]6 ATA:G ; ;) 1 2 —(? S) ATb—G ; ;) 6 —(?ff)
1 2 7 1 2 7
5 11 5 5 0
c:(ATA)‘lATb=<x>=<i"g> r=b-Ac=[6|-[1 2 G’g>= 6)|-(65|=]{-05
Y : 7 1 2 ' 7 6.5 0.5

Irlly = \/02 +(=0.5)% +0.52 = 1/v2 ~ 0.7071

Nar vi hittar en 16sning sa att kvadraten pa normen av residualen minimeras har vi ”16st problemet” med
minsta-kvadrat-metoden.

Anpassa en rat linje till givna matdata, p(z) =kz+m

T Y kxi+m=1y k-l+m=1 11 1
1 1 kxo+m = ys k-24+m=4 2 1 k 4 Tirn—1 .7
2 | 4 kxs+m=ys k-44+m=>5 4 1 <m>: 5 c=(44) AT
;1 ? kxg+m =1y, k-54+m=17 5 1 7
1 1 1
1 2 4 2 1 46 12 1 2 4 4 4 k 1.
ATA:<1 11 ?) 41 :<1g 4>ATb:<1 11 ?) 5 :<€137>:>C:<m>:<0.335>
5 1 7
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1 11 1 1.65 —0.65
4 2 1) (13 4 2.95 1.05
Kolll : r=bode=15 7140 (0.35)‘ 5/ | 555 ]~ | —0.55
7 5 1 7 6.85 0.15
—0.65
, v (1 2 45 105 | iy [ —0.1288
Koll2: A ’"‘(1 11 1) —055 | =1 (—0.0400
0.15

Anpassa ett andragradspolynom till givnha matdata, p(z) =c; + cox + c3 22

x Y 1+ eax +ezal = c1ter-l4e3-12=1 2
1 1 ) ) 1 1 1 c 1
5 T 1 1t car2 325 = Y2 citep-24c3-2"=4 1 2 22 cl |4
s | =
4 5 c1+cow3 4 c3 i = Y3 citey-dtcez-4°=5 L 4 42 cs 57)
1 5 5
5 7 cl+02x4—|—03xi:y4 c14c-54c3-52=7
4 12 46 17 —0.7333 _8';* 0.0400
A4 =12 46 198 | ATb=| 64 | = c=| 23000 | = r=b-Ac=| 0| =ATr=10""0.1643
46 198 898 272 —0.1667 0'4 0.7860
Tre parametrar innebér tre basfunktioner:
p1(z) =1 \ | |
pa(x) = = p@)=caei(z) teap(r) tapsiz) = A= ¢oi(x) eAz) e3(2)
p3(z) = 2 | | |
Andragradspolynom med battre basfunktioner (centrerade)
p(z) = a1 ¢1(x) + a2 ¢2(z) + az ¢3(z) =
d)l(l‘):l =a1+a2(x—3)+a3(x—3)2: c1 = a1 — 3as + 9ag
po(x) =2 —3 = =a;+as (r—3)+as (x2—6x—|—9): = o = g — b3
¢3(x) = (z — 3)2 = (o1 — 3az + 9a3) + (o — 6a3) = + azz? 3 = Qg

=C —1—023:—1—033:2

Samma typ av funktion ty samma beroende av z! Bestdm «; med MKV och berékna sedan dérur de
ursprungliga parametrarna c;.

[\v]

| | | o | 1 1-3 (1-3) 1 -2 4
1 2-3 (2-3)° 1 -1 1
A = = — — 2 = =
1 5-3 (5-3)° 124
0.4

4 0 10 17 4.6667 0.8 —0.0444
AA=(0 10 0 |ATb=(13)=a=| 13000 | =r=>b-Aa=| o|=ATr=10""( —0.0888
10 0 34 41 ~0.1667 0.4 ~0.7105
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Cl = Q1 — 3@2 + 90[3 = —0.7333
Cy = (g — 6@3 = 2.3000
C3 = (3 = —0.1667

K(A™A ) = 9.24-10% = 1037
k(A4 4) = 3.81- 10" = 108

Vilka omskrivningar ar tillatna?

Omskrivningen skall resultera i en funktion som har samma beroende av den oberoende variabeln som den
ursprungliga. De "nya” parametrarna skall vara konstanter och inte bero av nagon variabel.

Yy=c1+car+csa? =g +az(z—m)+as(z—m)’ c1 = aq —mag +m2as
Ex1 : =a;+as(x—m)+as (m2—2mx—|—m2) = { 2 =2 — 2mas
= {a1 — maz +m’a3} + {az — 2mas} z + {az}2® c3 = 0
Yy =c1+ cacos(x+ c3) =c1 + c2 (coszcoscsg — sinxsincg) ol =c;
Ex2: =c1 4 {cacoscz}tcosx + {—cysines}sinz = (g = €2 COS C3
=1 +ascosx +agsine 3 = —Co sincg

yzcl—|—ch27éa1+a2(x—m)2

Ex3: =a1 + as (mz —2max + mz)

={ar +mPas} + {az}2® + {-2max}z =  {z—termen &r fell}

Q2
r—m

OK?

Ex4 : y:cl+c—2=a1+
x

Ickelinjar modell, (GKN 4.2C-1, sid 153-154)

I modellen f(x) = ¢1e® forekommer inte de sokta parametrarna ¢; linjart. Ett sétt att hitta en MKV-
16sning ar da att linearisera modellen:

y=cpe?” = Iny=In(c;e?*)=lnc; +In(e”?*)=lncr +cr=01 +azzx

Sokta parametrar blir da «a;, basfunktionerna ar ¢1(x) = 1 och ¢2(x) = x och hogerledet &r b = Iny.

X

1 21/ \ \ | 1 ; ini 4 12
n

Z ;l A= ¢1‘(90) ¢2‘(90) = T T =1 4] " |ms - ATA:(” 46)

! > 1 5 In7

T, ( 4.9416 a1 4T (921451077 ay =Inc c1 = e* =1.0009
ATb= <18.9399 = a=(44) Ab= 4.1150- 1071 g = Cy - co = g = 0.4115

Vi har nu egentligen tva olika sitt att berdkna residualen. Dels i det lineariserade problemet, dels i det
ursprungliga. Den residual vi har minimerat dr den i det lineariserade problemet.

Inl 0.4124 —0.4124
In4 0.8239 0.5624
re=b—Aa={lny} —{a; +azz} = ms | =1 iea60 | =1 —00375 ||rel|ly = 0.7074

In7 2.0584 —0.1125

Y1 c1e2’1 1 1.5105 —0.5105

e |y | [ae=® ) 4 22794 | 1.7206 _
A crezvs | = | 5 5.1909 | — | —0.1909 [Irully = 1.9880
Y4 c1 ez 7 7.8335 —0.8335
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Att veta hur de skiljer behover &r lite 6verkurs men det kan ju &nda vara bra att veta att de skiljer. Hur
man gor for att minimera residualen i det ursprungliga problemet 1ar vi oss pa foreldsning 10 som handlar om
ickelinjéra ekvationssystem. (Gauss-Newtons metod som vi lar oss da ger oss ¢; = 1.5381 och ¢y = 0.3086
vilket ger ||ry||, = 1.6103, nagot béttre!)

Utnyttja residualen!

Residualvektorn ar skillnaden mellan det 6nskade hogerledet och det som var modell ger. Det betyder att
om vi kan "se en funktion” i residualen sa antyder det att vi har glomt att ta med den i modellen och att
var modell skulle stimma béttre Gverens med métdata om vi tog med den nya funktionen i modellen.

ot y=Ccl+c2*x Residual  rnorm=21.0764
20

15

10

0 10 20 30 40

Residual rnorm=4.8753

O Matdata

- MKV rét linje
— MKV andragradare
— - MKV lineariserad
— — Gauss—Newton
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