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OH till Forelasning 6, Numme O1, 130205
GNM Kap 6 Integraler & 8:3C Richardsonextrapolation
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:h{iya+yc+yd+§yb}, h=c—a=d—-c=b—-d

b
/ f(x)dr ~T(h) = Trapetsregeln
T(h) = h {%f(a) +fla+R)+ fla+2m) - +F(b—h)+ %f(b)}
v)dz — T(h)| =

Et’runk ,T(h) — =C h +c2 h4 +c3 h6

T'(h) bra approximation av ff f(z) dz om "streck-kurvan” liknar f(x).

Praktisk integral-skattning 1:

svar = T(h) Ratt sdkert om FEy,.pnp minskar med faktor 4
Etrunk = |T(h) — T(2h)] nér steglingden halveras.

Praktisk fel-skattning vid metod med konstant steg h:

B(4h) — B(2h)

B —BMh) 2

svar = B(h), Epunk = |B(h) — B(2h)|  Réitt sikert om Eppynr = ¢1 h? + -+ och

Fast da kan man (oftast) fa ett battre svar med Richardsonextrapolation! For trapetsregeln géller

/f dx

T(h)=1I+c1h®+coh*+c3h®+

T(2h) =1 +c1(2h)* + o (2h)* + 3 (2R)0 +--- =T +4ey h? +16coh* + 64c3 h® +
AT(h) —T(2h) =31 +0h* —12¢coh* —60c3 hS +
AT 2h
% T+0R2 —4deyh* —20c5h® +
R T(h) —T(2
T(h)éT(hHM:Héth@hM

Et’runk,’f(h) = 61 h’4 + 62 h’6 +
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Om h < 1saér h* < h? dvs troligen ett mycket mindre trunkeringsfel. Men inte sikert! Om trunkeringsfelet
i T(h) inte dominerades av ¢; h? utan av ¢y h* sa har felet blivit cirka fyra ganger storre i T'(h) &n det var
i T(h). Man maste alltsa kolla vad som dominerar trunkeringsfelet och sedan eliminera den termen. Om
Eirunk(2h) ) Etrunk(h) = 2P sa vet man att termen ¢, h? dominerar och bor elimineras i forsta hand:

Richardson-extrapolering: B (h) har ett mindre trunkeringsfel &n B(h) om

A B(h) — B(Qh) B(Q*h) — B(Qh)
B(h) = B(h _— 7 h ~ QP
W=B0+ =g =1 " “paw-Bm ~¢
Trunkeringsfelet i B(h) kan skattas med Eppyni = |B(h) — B(Qh)‘
. T(h) —T(2h
Eirunkrny =1 h* +cah*+--- = T(h)=T(h)+ w = Bpuni i) = 1 h* 4+ hS 4 - -
4 4 7 7 (T(h) B T(Qh)) Z 16 % 18
h* = 2°-1=15 = T(h)=T(h)+ R :>Etmnk7%(h)=clh +Coh®+ -
Praktisk integral-skattning 2: Praktisk integral-skattning 3:
svar = T'(h) svar = T'(h)
Birane = |T(h) — T(21) Errunt = [T(h) — T(2h)
T(4h) — T (2h [ _ 7
Ritt sikert om — 00T g Rittt sitkert om =) ZT@M) 6
T(2h) —T(h) T(2h) — T(h)
% INTEGRANDFIL % FLERA TRAPETSER
function y=funk(x); a= ; b= ; n= ;
y= t=0;
for i=1:4;
h=(b-a)/n;
% EN TRAPETSREGEL x=a+h*[0:n] ;
y=funk (x) ;

a= ; b= ; n= t (1) =h*(sum(y) -(y (1) +y(n+1)))/2);
h=(b-a)/n; n=2%n;
x=a:h:b; end;
y=funk (x) ; t=t’
trapets=h*(sum(y)-(y(1)+y(length(y)))/2)
plot(x,y)

% KOLL AV LAGOM ANTAL DELAR

a= ; b= ; D= 5
m=400;
h=(b-a)n; hh=(b-a)/m;

x=a+h*[0:n]; xx=a+hh*[0:m];
y=funk(x); yy=funk(xx);
plot (xx,yy,x,y,X,y,’0’)

e Trapetsregeln e Inte trapetsmetoden! e Richardson-extrapolation e Forbehandling e Uppdelning
e Kapning e Variabelsubstitution e Partiell integration e quad e quad8 e quadl e Adaptiv stegliangd
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Exempel 1: Numerisk integration med trapetsregeln med f(z) = 100z°, a = 0.1 och b = 0.5:

n=1= h=04 = T(0.4) =04 {%f(o&) + %f(0.5)} = 0.6252

0.5

1 1
/ 1002°dz = |n=2 = h=02 = T(0.2) =0.2 {if(o.l) + £(0.3) + §f(0.5)} = 0.3612
0.1

n=4 = h=0.1 = T(0.1)=0.1 {%f((n) + £(0.2) + f(0.3) + f(0.4) + %f(o.&s)} = 0.2862

Utan Richardsonextrapolation skulle vi vélja T(0.1). Eypynk = |7(0.1)=T7(0.2)] = ]0.2862—0.3612| = 0.0750.
Epres =10.286 — 0.2862| = 0.0002 vilket ger slutsvaret 0.286 % 0.076.

Richardsonextrapolation for hand gor man ldttast i en tabell:

h T(h) A A/3 T(h) A
04 | 0.6252
02 | 03612 | —02640 | —0.0880 | 0.2732
01 | 02862 | —0.0750 | —0.0250 | 02612 | —0.0120

Innan vi vagar tro pa resultatet gor vi tva kontroller:
1. Skillnaderna mellan vérdena for olika h (dvs A-virdena pa en rad) skall minska nér vi extrapolerar.
2. A-vérdena i en kolumn skall avta pa regelbundet sétt.

Ja, skillnaderna minskar och vi kan kolla kvoten i den férsta A-kolumnen: (—0.2640)/(—0.0750) = 3.52 Ja
det stdmmer, skall avta med ungefar faktorn 4. Vi véljer att svara med T(h) = 0.2612 med skattningen
av trunkeringsfelet till Epppnr = [0.2612 — 0.2732] = 0.0120 (dvs slutsvar 0.261 + 0.013). Integralen kan
berdknas analytiskt, det exakta svaret &r 0.2604 som ju ligger inom det angivna intervallet, alltsa en korrekt
skattning.

Matlab har fardiga rutiner for integralberdkning. Da anger man bara funktionsfilens namn, vilket intervall
man har och vilken noggrannhet man énskar:

% Med Matlabs inbyggda: % Med Matlabs inbyggda

a= ; b= ; tol= ; a= ; b= ; tol= ;
intgq=quad (’funk’,a,b,tol) intq8=quad8(’funk’,a,b,tol)
Etrunk=tol Etrunk=tol*abs(intq8)

Exempel 3: Ett exempel nar forbehandling kréavs:

1000 1 1000 10 1000
L o L=
0 (x —5)° +0.001 0 0 10

function y=funk(x); tol=1e-6; tol=1e-6;
y=1./((x-5).78+0.001); inte=quad8(’funk’,0,1000,tol) int1=quad8(’funk’,0,10,t0l);
Einte=tol*abs(inte) int2=quad8(’funk’,10,1000,t0l);

int=intl+int2
Eint=tol*abs(int)

Man fir inte = 864.5587 och Einte = 8.6456 - 10™% dvs man tror man har tva sikra decimaler, men
integralen med fyra korrekta decimaler &r 865.4664 Den inbyggda rutinen har givit ett resultat vi inte skall
tro pa. (Relativa felet ir |864.5587 —865.4664|/865.4664 = 0.9077/865.4664 = 0.0010 > 1-10~%) Detta beror
inte pa nagot fel i Matlab-rutinen utan pa att integranden/integralen &r for kranglig! Med uppdelningen far
vi int = 865.4664 och Eint = 8.6547 - 10~%. Ett resultat som ir korrekt. Det ir just for att veta nir/hur
man kan anvénda de fardiga rutinerna som vi maste forsta grunderna i de numeriska metoden.

De férbehandlingar vi gor ar: e Uppdelning e Kapning e Substitution e Partiell integration

3
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> 1
Exempel 4 : Berakna / — =7 dz med fyra sakra decimaler
o 8+ cos?(x)

Dela upp integralen i tva delar, delningspunkten kallar vi B:
B
1
L = / <~ T dx = som vanligt, blir enkelt 77 + E7, nér man vet B
o 284 cos?(x)
Andra delintegralen gor vi en (grov) éverskattning av, da vet vi hur mycket fel vi gér om vi skulle ”ignorera”
den, dvs kapa bort den:

° 1 <1 -1 1 1
Iy = 7d < — d = - = E a < v
2 /B x6 + cos?(x) T /B 26 {5:135}3 5B5 hap = ‘BBJ

Om B =10 sa &ér Eygp < ﬁ = 0.2-107° vilket ryms inom &nskad felgrins. Om jag sedan beriknar den
forsta delintegralen med ett fel mindre &n 0.3 - 1075 blir summan av felen mindre #n 0.5 - 10~° och jag har
t.o.m. fem séikra decimaler. Integralens véirde skattas alltsé till Ty + (Er, + Egap) = T1 + (Er, + |555])

function y=funk4(x); tol=1le-6; B=10; x=0:0.02:10;

y=1./(x."6+(cos(x))."2); il=quad8(’funk4’,0,B,tol); y=funk4 (x) ;
El=tolx*abs(il); plot(x,y)
Ekap=1/(5%B"5) ; title (’Ex4’)
svar=il

felgrans=E1+Ekap

0.5
cos(x
Exempel 5 : Foljande integral ar svar for trapetsregeln I = / \/(_) dzx ty x = 0 ger division med noll.
0 X
Problemet kan undvikas pa flera sétt, tex substitution:
=1
. Ve r=0=1t=0 V05 cos(2) 05 9
Sétt r=1t = 05 5 Iz/ " 2tdt:/ 2 cos(t?) dt
z=05 = t=v0. 0 0
dx = 2tdt
Nu kan integralen kan létt skattas med trapetsregeln.
En annan 16sning &r att anvdnda partiell integration:
0.5 05 0.5 0.5
I= 7 -cos(x) do = [2v/x - cos(x)] ;" — / 2z - (—sin(z)) dz = V2 cos(0.5) + 2 Vz sin(z) dz
0 r 0 0
Den nya integralen kan latt skattas med trapetsregeln.
10*
Exempel 6: 10—4 %6 dx
FUNKTIONSFIL: RESULTERAR I:
function y=funk6(x); Recursion level limit level reached in ...
y=x."(-6); Singularity likely.
HUVUDPROGRAM: ig = 1.970538812834528e+19
a=le-4; b=le4; ig8 = 1.703386777498760e+23
ig=quad (’funk6’,a,b) igL = 2.262852103986580e+19
ig8=quad8(’funk6’,a,b) tot = 2.000000007930776e+19
igL=quadl(’funk6’,a,b) ratt = 2.000000000000000e+19
tot=0; t=a;
for i=1:8; % Direktanropet av quad/quad8/quadl gav fel svar.
tot=tot+quad8(’funk6’,t,10%*t); % Men vi varnades i samtliga fall!
t=10*t; % Med uppdelning i delar som blir ’snalla’ far vi
end; % ratt svar (skillnaden till ratta svaret ar mindre
tot % an begard tolerans)!

ratt=1/(5%a"5)-1/(5%b"5)

Erap, () £ (b—a) - Eyap, p(a) Eiap, Romberg(h) = Etab, T(1) (Btab, Rich(n) < 826 - Eap, B(n))

(© 2013 Ninni Carlsund Levin
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Losning till tabellen i Exempel 1:

0.5
/ 100 2° dz
0.1

h T(h) A A/3 T(h) A A/15 T(h)
0.4 0.6252
0.2 0.3612 —0.2640 —0.0880 0.2732
0.1 0.2862 —0.0750 —0.0250 0.2612 —0.0120 —0.0008 0.2604
0.05 0.2669 —0.0193 —0.0064 0.2605 —0.0007 —0.0000 0.2605
kvot 3.52 resp 3.89 kvot 17.14

Eftersom alla virden (mellanresultat) avrundats till fyra decimaler stor berikningsfelet fjirde decimalen.
Med fler siffror i rdkningarna far jag:

h T(h) A A/3 T(h) A A/15 T(h)

0.4 | 0.625200

0.2 | 0.361200 | —0.264000 | —0.088000 | 0.273200

0.1 | 0.286200 | —0.075000 | —0.025000 | 0.261200 | —0.012000 | —0.000800 | 0.260400
0.05 | 0.266888 | —0.019312 | —0.006437 | 0.260451 | —0.000749 | —0.000050 | 0.260401

Anyo ser vi att sista siffrorna ar paverkade av berdkningsfelet. (Jag har avrundat alla mellanresultat till
sex decimaler, sa sjatte decimalen i svaret &r inte att lita pa. Kom ihag tumregeln att rdkna med minst
tva extra siffror.) Jag svarar 0.2604 med fyra decimaler. Detta innebér ju Ei,; = 0.00005 och jag ser att
trunkeringsfelet och och berdkningsfelet ligger ocksa kring sjitte decimalen dvs langt under den gréns jag
svarar med.




