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2D1240, Numeriska metoder gk2 for F2

(Glesa matriser fran randvardesproblem

Vi skall i detta héafte bekanta oss med finita differensmetoder for linjéra randvéirdesproblem
for ordinéra och partiella differentialekvationer. Tonvikten ligger pa Matlab-programmering,
och specifikt representation och generering av de glesa' linjira ekvationssystem som erhalls.

1 Representation av gles matris i Matlab
I Matlab kan element a;; i en gles matris A lagras som en tripel (i,j,s), ddr i anger
radindex, j kolumnindex, och s elementets numeriska virde. Hela matrisen lagras i tre lika

langa vektorer ivek, jvek,svek, dir vektorkomponenter med samma index ger en trippel
som representerar ett matriselement.

13 0 0 -10

0 17 0 0
A= 14 0 O 0

0 0 12 -15

representeras av de tre vektorerna ivek. jvek, svek med vardera sex komponenter.

Exempel 1
Matrisen

index ivek jvek  svek
1 1 1 13
2 3 1 14
3 2 2 17
4 4 3 12
5 1 4 -10
6 4 4 -15

I Matlab kan en matris representeras pa vanligt satt som en tvadimensionell array eller
som en gleslagrad matris. Det finns enkla kommandon for att véixla mellan representatio-
nerna, se exemplet nedan.

Exempel 1, fortsédttning

A=[13 0 0 -10
017 00
140 00
0 0 12 -15];

loles= sparse(eng.) betyder att koefficientmatrisen innehéller manga nollor



As=sparse(A); spy(As)

% samma matriser, genererade fran vektorer

ivek=[1;3;2;4;1;4]; jvek=[1;1;2;3;4;4]; svek=[13;14;17;12;-10;-15];
Bs=sparse (ivek, jvek,svek) ;

B=full(Bs);

Kommandona sparse, full anvénds bl.a. for konvertering mellan representationerna. Kommandot spy ger en grafisk re-

presentation av glesstrukturen (hur icke-nollorna ligger) fér matrisen. Programsnutten finns i biblioteket och heter glesl.m

2 Diskretisering av linjart randvardesproblem, ODE
Vi skall bestamma 16sningen till randvardesproblemet
y' +avay = (6-yz, y(0)=1,y(4)=-1,0<r<4

for a = 2. Problemet med 16sning finns i NAM, sec. 8.7.3. For framtida bruk infor vi lite
andra beteckningar och skriver problemet

y' +px)y =6—-y)z, y0)=1y4)=-1,0<z<4

med p(z) = ay/x. Med hjilp av hérledningen i NAM formulerar vi foljande program,
randvliDnaiv.m

%Indatadel
N=19;

a=0; b=4;alfa=1; beta=-1;

p=inline(’2*sqrt(x)’,’x’);

hForberedelser--definiera diskretiseringsnitet
h=(b-a)/(N+1);

xinre=[a+(1:N)*h]; %de inre diskretiseringspunkterna genereras
% indiceras 1,2, ... N i vektorn xinre
x=[a, xinre, b]; %alla punkterna lagras i vektorn x
% de inre punkterna har index 2,3,--- N+1

% 1 vektorn x

%Generera matrisen och hogerledet

A=sparse(N); %Anger att N x N matrisen A skall lagras
pA som en gles matris

b=zeros(N,1);



for i=1:N
A(i,1)=-2/h~2+xinre(i);
if i>1, A(i,i-1)=1/h~2-p(xinre(i))/(2*h); end
if i<N, A(i,i+1)=1/h~2+p(xinre(i))/(2*h); end
b(i)=6*xinre(i);

end

Jkorrigera forsta och sista komponenten av hdgerledsvektorn
%for randvérdena.

b(1)=b(1)-(1/h~2-p(xinre(1))/(2*h))*alfa;

b(N)=b(N) - (1/h~2+p(xinre (N))/(2*h))*beta;

%Los ekvationssystemet och presentera ldsningen
yinre=A\b;
y=[alfa; yinre; betal’;

plot(x,y)
[x((N+1)/2+1) y((N+1)/2+1) ] 9l16sn. i mittpunkten

Koefficientmatrisen kan alternativt byggas upp fran tre vektorer som far representera
matriselementen, programdelen ovan “Generera matrisen och hogerledet” ersitts av nedan-
staende rader, se programmet randviDvekt.m

%Generera matrisen och hogerledet
JhVektororienterad generering av systemet
hGenerera referenser och vdrden for matriselementen

i=1:N; j=1:N; s=-2/h"~2+xinre; %diagonal
i=[i 2:N]; j=[j 1:N-1]; s=[s 1/h~2-p(xinre(2:N))/(2*xh)]; Y%under
i=[i 1:N-1]; j=[j 2:N]; s=[s 1/h~2+p(xinre(1:N-1))/(2%h)]; %over

%skapa den gleslagrade matrisen fran vektorerna ovan
A=sparse(i,j,s);
spy (A)

%skapa hogerledet-mdste vara kolumnvektor

b=6*xxinre’;



Koefficientmatrisen kan alternativt byggas genom att centrumpunkten i berdkningsmo-
lekylerna nedan far svepa 6ver de inre punkterna i diskretiseringsnétet och skapa matrise-
lementen som berdrs av molekylerna.

ST
O

Den 6vre molekylen #r en representation av h? ganger cetraldifferensapproximationen
av andraderivatan. Den undre molekylen representerar 2h ganger en approximation till
forstaderivatan. Se programmet randviDgles.m nedan.

En typisk ekvation ser ut enligt

ya — 2yc +yv
h2

Yy — Yv
2h

+ p(zc) + zcyc = b6z¢

Har star y for 1osningen, index star for laget i molekylen; H = hoger, C = centrumpunkten,
V = vanster. Om molekylen beror en randpunkt flyttas motsvarande term 6ver i hégerledet,
ty i randpunkterna ar y kénd.

Detta forfaringsséatt kan med fordel generaliseras till tva- och tre-dimensionella rand-
vardesproblem, se senare delen av detta héfte. Genereringen av koefficientmatrisen skots av
programmet genom analys av nérbeldgna diskretiseringspunkter (lokalt), s hela matrisen
ej behover formuleras for hand (globalt).

%Indatadel
N=399; a=0; b=4;alfa=1; beta=-1; p=inline(’2*sqrt(x)’,’x’);

hForberedelser--definiera diskretiseringsndtet. Detta
hforfaringssédtt kan generaliseras till 2 och 3 dimensioner,

%se senare delen av hiaftet

h=(b-a)/(N+1);

x=[a, a+(1:N)*h, b]; %alla diskretiseringspunkterna lagras i vektorn x
G=(x>a & x<b); Jmarkera inre punkter i x-vektorn
inre=find(G) ; %hindex i x-vektorn foér inre punkter,radvektor
rand=find (G==0) ; %index i x-vektorn for randpunkter,

hanvédnds ej i detta program
G=zeros(size(G)); %konvertera G fradn logical till double

G(inre)=(1:length(inre))’; Y%numrera de obekanta (i de inre punkterna)
%G har tva uppgifter, skilja pd& randpunkter
%och inre punkter, samt numrera de
%obekanta. Randpunkter markeras med O.



xi=x(inre); %de inre x-vardena numreras pa samma
%satt som de obekanta
rad=[]; kol=[]; varde=[];

%loopa Over alla de inre punkterna och konstuera triplar for
%de nollskilda matriselementen, rad efter rad.
for nr=inre

%generera diagonalelementen

i=G(nr); j=G(nr); s=-2/h~2+xi(G(nr));

rad=[rad, i]; kol=[kol, j]; varde=[varde, s];

%generera utomdiagonala elementen: bestédm index
%for de tvd moéjliga grannarna till en diskretiseringspunkt,
%om diskretiseringspunkten har en randpunkt till granne
%genereras inget matriselement for denna granne.
for k= [-1 1]
Q=G (nr+k) ;
ifQ ™=0
i=G(nr); j=Q; s=1/h~2+p(xi(G(nr)))*k/(2%h);
rad=[rad, i]; kol=[kol, j]; varde=[varde, s];
end
end
end
A=sparse(rad,kol,varde);

shogerledet i ekvationssystemet, programmeras mer
hsystematiskt for flerdimensionella problem

b=6%x1i’;
%hforsta och sista komponenten av hoégerledet modifieras
%pga av randvillkoren.

b(1)=b(1)-(1/h~2-p(xi(1))/(2*h))*alfa;
b(N)=b(N)+(1/h~2+p(xi(N))/(2*h))*xbeta;

%Los ekvationssystemet och presentera ldsningen
yinre=A\b; y=[alfa; yinre; betal]’;

plot(x,y),  [x((N+1)/2+1) y((+1)/2+1) ]

Programmet kan effektiviseras genom att eliminera foor-loopen och skapa vektorerna
i, j, s gruppvis i stéllet. Programmet blir mer svarlidst med den konstruktionen, sa vi
genomfor den inte.



Om nagot av programmen exekveras med N=19 erhalls nedanstaende graf fér den ap-

proximativa losningen
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Med kommandot full(A(1:5,1:5)) skriver vi ut den avsnittsmatris som bestar av de
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de bild av strukturen av icke-nollor (tridiagonal

forsta fem raderna och kolumnerna av koefficientmatrisen A.

-49.8000
21.8377
0

0

0

27.2361
-49.6000
21.1270
0

0

0
28.1623
-49.4000
20.5279
0

0

0
28.8730
-49.2000
20.0000

0

0

0
29.4721
-49.0000



3 Diskretisering av Poissons ekvation, PDE

Poissons ekvation i tva rumsdimensioner lyder

Pu  u
92 " o f(x,y)
Ekvationen géller i ett omrade Q i (z,y)-planet. Pa randen 09 ar funktionen
u(z,y) = g(z,y) kind.
Exempel 2
o o
ox?2 = Oy?
med f(x,y) = —272 sin 7z cos 7y. Omradet #r kvadraten Q = /—1 <z < 1,—1 < y < 1/ och randviirdena ges av

= f(xvy)

0 x=-1
0 x=1
sintz  y=-1
sintx y=1

g(z,y) =

3.1 Diskretisering av omradet
Omréadet diskretiseras med ekvidistant steg h = 2/(N + 1) i savél z—led som y—led enligt
@i=—1+ixhi=01,2. . N+1, yj=—-1+jxhj=0012. N+1

Ett diskretiseringsnét med punkter (z;,y;) laggs 6ver kvadraten. Féljande programsnutt genererar tvi matriser x och y
med z- och y-koordinaterna for alla diskretiseringspunkterna.

N=4; hx=2/(N+1); hy=hx;
x = ones(N+2,1)*[-1, -1+(1:N)*hx, 1];

y = flipud(x’); %kasta om raderna i matrisen, sista blir férsta osv.
G=(x>-1) & (x<1) & (y>-1) & (y <1); Ymarkera inre punkter
inre=find(G); Jireturns the indices that are

Jnon-zero, columnvector

% G is regarded as a vector
G = zeros(size(G)); % Convert from logical to double matrix
G(inre)=(1:length(inre))’; % Numbering of the interior nodes
Um=zeros(size(G)); Jprepare solutionvector

De tva matriserna blir med detta N-varde

-1.0000 -0.6000 -0.2000 0.2000 0.6000 1.0000
-1.0000 -0.6000 -0.2000 0.2000 0.6000 1.0000
-1.0000 -0.6000 -0.2000 0.2000 0.6000 1.0000
-1.0000 -0.6000 -0.2000 0.2000 0.6000 1.0000
-1.0000 -0.6000 -0.2000 0.2000 0.6000 1.0000
-1.0000 -0.6000 -0.2000 0.2000 0.6000 1.0000
y =
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000
0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000

-0.2000 -0.2000 -0.2000 -0.2000 -0.2000 -0.2000
-0.6000 -0.6000 -0.6000 -0.6000 -0.6000 -0.6000
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000



Fran satsen G= .... genomférs en konsekutiv numrering av de inre diskretiseringspunkterna. De obekanta kommer
senare att numreras pa detta sidtt. De punkter som inte &r inre punkter markeras med nollor. Programsnutten ger forljande
matris G.

G =
0 0 0 0 0 0
0 1 5 9 13 0
0 2 6 10 14 0
0 3 7 11 15 0
0 4 8 12 16 0
0 0 0 0 0 0

Om vi behover fa tillgang till z-koordinaten for den diskretiseringspunkt som har numret 14 si kan vi skriva x(inre(14)).
Om vi vill ha y-koordinaten till den randpunkt som ligger ovanfér diskretiseringspunkt nr 5 skriver vi y(inre(5)-1). -
koordinaten till den randpunkt som ligger till hoger om diskretiseringspunkt nr 14 skriver vi x(inre(14)+m) med m=6 lika
med antalet rader i matrisen G. En matris i Matlab kan refereras med ett index; matrisen uppfattas da som den vektor som
erhalls om kolumnerna staplas pa varandra med forsta kolumnen 6verst och sista kolumnen underst.

3.2 Diskretisering av ekvationen

De partiella derivatorna diskretiseras med hjalpa av berdkningsmolekylen

O ®

Molekylen &r en representation av summan av centraldifferensapproximationer till andraderivatorna i z-led och y-led,
; o2 a2
och approximerar _h2(8Tg + a—yg)
Koefficientmatrisen byggs upp genom att centrumpunkten i berakningsmolekylen ovan far svepa 6ver de inre punkterna i
diskretiseringsnétet och skapa de matriselement som berdrs av molekylen. De obekanta och ekvationerna numreras konsekutivt
som i matrisen G.

En typisk ekvation ser ut enligt
—uw —un +4uc —us —up = —h*f(zc, yo)

Har star w for l6sningen, index for ldget i molekylen; W = vist, N = norr, C = centrum, S = syd, E = 6st. I de
fall nagot eller nagra av viardena pa vanster sida &r kinda fran randvillkor flyttas motsvarande virde &ver i hogerledet,
dvs dar berdkningsmolekylen beror en randpunkt modifieras hogerledsvektorn med motsvarande randvérde, se programmet
randv2Dgles.m.

Varje inre punkt motsvarar en ekvation i ekvationssystemet, med borjan i den ovre vdinstra
inre punkten. FEkvationer och obekanta numreras pé samma satt. For varje inre punkt skall
du titta pd dina grannar i riktningarna ést, vast, nord och syd (om du befinner dig i ett
S-dimensionellt omride skall du ocksd betrakta grannarna over och under dig). Om din
granne i den aktuella riktningen ocksd dr en inre punkt skall du generera ett element i
koefficientmatrisen (-1 i vart fall). Om grannen ar en randpunkt sd dr funktionsvdrdet kdant
och du kan féra éver den pa hégra sidan om likhetstecknet. Géor detta i varje riktning och ge
ocksé diagonalelementet i koefficientmatrisen sitt virde (4 i vdrt fall), innan du gdr vidare
till ndsta punkt.



clear, clf, hold off
fchl=inline(’-2%pi~2*sin(pi*x).*cos(pi*y)’,’x’,%y’);
fcrd=inline (’sin(pi*x) .*cos(pix*y)’,’x’,’y’);

N=15; hx=2/(N+1); hy=hx;
x = ones(N+2,1)*[-1, -1+(1:N)*hx, 1];
y = flipud(x’); %kasta om raderna i matrisen, sista blir férsta osv.

G=(x>-1)& (x<1) & (y > -1) & (y < 1); Ymark inner points
%the dimension of G
%is the same as for
%x and y
inre=find(G); Jireturns the indices that are
Jnon-zero, columnvector
% G is regarded as a vector
G = zeros(size(G)); % Convert from logical to double matrix
G(inre)=(1:length(inre))’; % Numbering of the interior nodes
Um=zeros (size(G)); Jprepare the solutionmatrix

%generate matrix and righthandside-------—--—-—---—--ommo____

[m,n] = size(G); %find dimension of matrix G, m is the distance
%in index between elements in the same row

fG=-fchl(x(inre),y(inre))*hx~2;

% Indices of interior points

rad=[]; kol=[]; varde=[];

for nr = inre’ Jhir miste std en radvektor fér att vi skall ta
%komponent foér komponent

% Connect interior points to themselves with 4’s. (diagonal elements)
i=GG@r); j =Gr); s = 4;
rad=[rad; il]; kol=[kol;j]; varde=[varde;s];

% for k = north, east, south, west
for k = [-1 m 1 -m]
% Possible interior neighbors in k-th direction
Q = G(ar+k);
if Q7=0
i=G(nr); j=Q; s=-1;
rad=[rad; i]; kol=[kol;jl; varde=[varde;s];
else Yboundary point--correct right hand side
i=G(nr);
if ( (k==-1) | (k==1) )
xx=x(nr) ;yy=y (nr+k) ;
else
xx=x(nr+k) ; yy=y(ar);
end
sl=fcrd(xx,yy);
£fG(i)=£fG(i)+sl; Um(nr+k)=sl;
end

end
end

D = sparse(rad,kol,varde);



u=D\£G;
Usav=fcrd(x,y);/méjligt f6r testproblem
%d& exakta losningen &r kénd --lika med randfunktionen
%subplot(2,2,2);
%surfc(x,y,Usav)

Um(inre)=u;

%Um (find (Um==0) )=inf;

subplot(2,2,1)

surfc(x,y,Um)

err=Um-Usav; fel=norm(max(err),inf) 7%mdjligt d& exakt lsg k&nd
subplot(2,2,3)

surfc(x,y,err)

D& programmet exekveras med N=15 erhalls nedanstdende grafer for den approximativa 16sningen respektive felet
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Med kommandot spy (D) far vi féljande bild av strukturen av icke-nollor (bandmatris)
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nz = 1065

Med kommandot spy(D(1:40,1:40)) far vi foljande mer detaljerade bild av strukturen av icke-nollor i det 6vre vénstra

hornet av koefficientmatrisen.
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nz = 164
Med kommandot full(D(1:16,1:16)) skriver vi ut den avsnittsmatris som bestdr av de forsta sexton raderna och
kolumnerna av koefficientmatrisen D.

4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
-1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
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3.3 Oregelbundet omrade

Poissons ekvation pa ett omrade som utgor en delméangd av den kvadrat vi jobbade med i sektion 3.1 diskretiseras med i
stort sett samma program som tidigare.
For ett L-format omréade enligt
-1<z<1, -1<y<l1

med delen i fjirde kvadranten bortskuren, ersétts satsen som ger de inre punkterna av féljande

%L-format omrade
G=G>-D& <D &(>-D& (<D &E(EE>0 | (y>0);

Resten av programmet randv2Dgles.m fungerar utan forandringar. For utskrifterna dndras de sista satserna lite enligt

Um(inre)=u;

Um(find (Um==0) )=inf;

subplot(2,2,1)

surfc(x,y,Um)

err=Um-Usav; fel=norm(max(err(inre)),inf)
subplot(2,2,3)

surfc(x,y,err)

Plotbilden fran programmet blir, efter 3D-rotation av de tva bilderna direkt i grafikfonstret.

0 05

-1 -0.5
-1
I grafikfonstret finns bredvid forstoringsglasen en symbol i form av en cirkular streckad pil. Om man klickar pa den kan
bilden i grafikfénstret roteras.

For besvarligare randfunktioner och hogerledsfunktioner kan inte inline-funktioner anvéndas, utan de maste skrivas som

fristdende Matlab-funktioner i egna filer.
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