Gerd Eriksson
Mars 2009

DN2220, Tillampade numeriska metoder I
Urval av PDE-projekt 2009

e 1. Kylning av kristallkula

e 2. P-skivan med potentialer och egensvangningar
e 3. Rostbiff och inbakad oxfilé

e 4. Biffrulle och julskinka

e 6. Signal propagation in a long wire

e 7. Apriltemperaturvariationer i marken

e 8. Solitonvagor

e 9. Glace au four (svensk och engelsk version)
e 10. Varmeutveckling i bromsskiva pa bil

e 12. Sfiriskt akvarium med forgiftad guldfisk
e 13. Roterande vétska i burk och tekopp

e 15. Oren Rhen — smutsspridning

e 17. Vinklad vagledare

o 18. Metallblock med varmekalla och termometer



e 1. Kylning av kristallkula

Vid tillverkning av kristallglas &r nedkylningen problematisk. Snabb kylning
onskas av kostnadsskéil, men sker den for snabbt orsakas sprickbildning pa
grund av stora temperaturskillnader i godset. En kristallkula med radien R
ska kylas fran 750°C till rumstemperatur. Temperatursiankningen i ugnen sker
kontrollerat och beror av den pa forhand instéllda tidsparametern T', sa att
ugnstemperaturen fran tiden ¢ = 0 till tiden 7T féljer formeln f(t) = 750e~364/T,
For t > T giller f(t) = 750e~36 = 20.5, alltsd normal rumstemperatur.

Viérmeledningsekvationen for en homogen sfar lyder:

u B (ru)

o r or2’

Den termiska diffusiviteten for kristallglas dr 8 = 4.0 - 1077 m? /sekund.

Vid r = 0 géller randvillkoret du/0r = 0, vilket leder till att virmelednings-
ekvationen vid denna rand uppfyller du/0t = 33 9%u/0r? (hirled detta).
Randvillkoret vid » = R dr u(R,t) = f(t). Da kylningen startar har hela
kulan temperaturen 750°C.

O<r<R, t>0.

Av speciellt intresse ar temperaturgradienten i r-led — glaset kan spricka om
|Ou/Or| &r for stort. For vart kristallglas riskeras sprickbildning om vérdet
vid nagot tillfalle 6verstiger 55°C/cm (dvs 5500°C/m). vilket intréffar om kyl-
ningen sker for snabbt. Experimentera dig fram till minsta tillatna virde pa
kyltidsparametern 7' i fyra fall, ndmligen for kristallglaskulor med diameter
pa 5, 10, 15 och 20 cm.

Berikna temperaturen u(r,t) i glaskulan fran tiden ¢t = 0 fram till dess att
kulans yta svalnat till rumstemperatur.

Prova diskretisering med 100 intervall i radiell led. Ta litet tidssteg (t ex 10
eller 15 sekunders steg) under forsta timmens kylning. Dérefter kan tidssteget
okas. Experimentera med andra rumssteg och tidssteg for att forvissa dig om
att resultatet far acceptabel noggrannhet.

Askadliggor resultaten grafiskt.



e 2. P-skivan, ett potential- och egensvingningsproblem

Inom ett P-format omrade enligt figuren bestams potentialférdelningen u(z, y)
av en elliptisk partiell differentialekvation
2u 2u

%+g—y2+z(x,y)u=0
dér z(z,y) ar en funktion med en parameter som kan
varieras. P-skivan har bredden 7 langdenheter och
langden 10.
Potentialen har det konstanta viardet 100 bade pa
vinstra randen (vid 2 = 0) och pa nedersta randen
dér y = 10 (y-axeln pekar nedat).
Léngs den 6vre randen (z-axeln) avtar u linjart fran
100 (i origo) till 0 dér 45°-linjen bérjar (vid z =5).
Léngs det vertikala partiet nedtill (dér =3) varierar
w linjért fran 0 i hornet med koordinaterna (3, 6) till
vardet 100 vid y = 10. Vid de 6vriga ytterkonturpar-
tierna galler u = 0.
I P-formens kvadratiska halrum géller ocksa u = 100.

Funktionen z(z,y) bestims av uttrycket z(z,y) = K/(5+ (x —3)? + (y — 6)?)
dér K ar en parameter som far anta véirden i intervallet —10 < K < 8.
Fallet K = 0 ar vanliga Laplaces ekvation.

Omrade med gitterpunkter

For att bestamma de obekanta potentialvirdena med finitadifferensmetoden
for givet parameterviarde K krivs 10sning av ett stort glest ekvationssystem.
Préva tre rumssteg forst h = 0.5 som figuren visar, darefter h = 0.25 och
h = 0.125. Utnyttja contour for att fa ekvipotentialkurvor uppritade vid det
finmaskigaste gittret.

I kontrollpunkten (1.5, 6) vill man kénna till potentialvirdet och veta hur till-
forlitligt det dr. Notera déarfor u-viardet for de tre steglangderna och richard-
sonextrapolera for att fa ett mer noggrant resultat.

Los potentialproblemet for olika K-varden. Vilket parametervirde K ger po-
tentialvardet 50 i kontrollpunkten, och vilket K ger potentialen 200 dar?

Nérbeslaktat med differentialekvationsproblemet &ar egensvangningsproblemet

Pu  0*u 2, — 0

w%— a—y2+z(x,y)u+w U=
med homogena randvillkor, dvs u = 0 6verallt langs randen. Genom FDM kan
det omformas till ett matrisegenvardesproblem. Detta ger en approximativ 16s-
ning till det givna problemet. Med tét diskretisering erhalls egenfrekvenserna
w med god precision.

Bestam de fem ldgsta egenfrekvenserna och rita tillhérande egensvangningsmo-
der med contour. Gor en bedémning av antalet korrekta siffror i de erhallna
w-vardena. Vilken paverkan har parametern K pa egenfrekvenserna och egen-
modernas utseende?



e 3. Rostbiff och inbakad oxfilé (1D-modell)

Betrakta en rostbiff formad som en langstrackt cylinder med diametern tio
cm. Kottet har temperaturen 10°C nér det stoppas in i ugnen som haller
konstant temperatur 175°. Det géller for oss att berdkna hur lang tid det tar
for rostbiffen att bli fardig. I matrecept anses det att kottet ska tas ur ugnen
nér temperaturen i mitten uppnatt 60°. Dérefter stiger temperaturen i det inre
ytterligare pa grund av viarmeutjamning; hur manga grader det ror sig om ska
ocksa utredas.

Vérmeledningsekvationen for en cylinder med enbart radiellt beroende (alltsé
betraktad som oéndligt lang) lyder:

ou [ 0 [ Ou
- = — < > (.
ot r@r(rar>7 O<r=h 120

Vid r =0 finns randvillkoret du/0r = 0. Visa att differentialekvationen vid
r = 0 6vergar till Ou/ot = 230%u/Or?. Vid r = R sker virmeoverforing
med omgivningen enligt ekvationen (Ou/0r),—g + k (u(R,t) — Uomy) = 0, dér
Uomg = 175 under ugnstiden och dérefter w,y,, = 22 (kdkstemperaturen).

Termiska diffusiviteten for kott dr 3 = 0.2 - 1075 m? /s och virmedverforings-
talet dr x = 55 (sorten dr m™'). For var rostbiff giller R = 0.05.

Det kan vara lampligt med 50 intervall i rumsled. Ta tio sekunders tidssteg
under rostbiffens forsta minuter i ugnen och 6verga sedan till ett tidssteg pa
30 sekunder tills kottet &r klart att tas ur ugnen. Fortsitt darefter berdkning-
arna sa lidnge som temperaturen i centrum fortsitter att stiga. Bedom om
tidssteget kan behova dndras. Ta ut intressanta temperaturférdelningskurvor
och resultat.

Nu lagar vi smordegsinbakad oxfilé. For att oxfilén vars diameter bara ar
sex cm inte ska bli torr vid ugnsstekningen i 175° far den ett centimetertjockt
lager med vitloksost och smordeg runt kottet. Den termiska diffusiviteten antas
nu variera, varmeledningsekvationen lyder da:

ou 1 0 ou
- - - < > 0.
i (rG(r)(?T), O<r<R, t>0

R — 2
G(r)=p da 0<r<a, och G(r)= O.3ﬁ+0.7ﬁﬁ, dd a<r <R.
Rita upp G som funktion av radien. Data i detta fall: ¢« = 3 cm, R = 4 cm

och 3 =0.2-107% m?/s. Allt antas ha begynnelsetemperaturen tio grader, dvs
u(r,0) =10, 0 <r <R.

Samma slags randvillkor som tidigare géller, men varmeoverféringstalet mellan
smordeg och omgivande luft férmodas vara k = 45. Dela intervallet 0 < r < R
i 40 delintervall. Gér samma numeriska experiment som vid rostbiffen. Dra
slutsatser!



e 4. Biffrulle och julskinka

Lat biffen i foregaende uppgift fa éndlig utstrackning och nu utgoras av en
tjugo cm lang cylinder med radien fem cm. Av symmetriskil récker det att
betrakta halva cylindern i z-led, fran biffrullens mitt vid z = 0 till 2 = Lyq-

Viarmeledningsekvationen i cylinderkoordinater med r- och z-beroende lyder:

Ou_ (10 00 0
ot r@rré?r 022

) 0<T§R70§Z§Lh(zlua tZO

Vid r =0 giller du/ot = 3 (20*u/0r? + 0%u/0z*) . Randvillkoren vid r = 0
och r = R &r (for alla z) samma som i uppgift 3.

Randvillkoret vid z = 0 ir av symmetriskil 2%(r,0,¢) = 0. Vid ytterkanten i
z-led géller %(r, La, t) + K (u(r, Lpaiv, t) — Uomg) = 0.

Termiska diffusiviteten &r 3 = 0.2 - 107% och viirmeoverforingstalet x = 55.
Temperaturen i hela nétrullen &ar tio grader da den stoppas in i ugnen. Léngd-
enheten ar meter, darfor &r matten R = 0.05 och Ly, = 0.10.

Diskretisera med lagom fin indelning i r- och 2-led och anvéind Crank-Nicolsons
metod (eller ADI-metoden) for att berdkna temperaturfordelningen u(r, z,t) i
biffen under tiden i ugnsviarmen (175%). Den tas ut da temperaturen i centrum
uppnatt 60°. Fortsédtt berdkningarna dérefter sa ldnge som temperaturen i
biffens mittpunkt stiger.

Anvind contourf-kommandot for att visa temperaturfordelningen vid olika
tidpunkter.

Modifiera algoritmen sa att temperaturberdkningarna nu avser en cylindrisk
julskinka med diametern 20 cm och ldngden 32 cm. Samma [(-viarde som
tidigare, men varmedoverforingstalet ar nu x = 45. Ugnstemperaturen ska enligt
kokboken vara 150° och julskinkan tas ut ur ugnen da temperaturen i mitten ar
72°. Darefter géller att skinkans omgivningstemperatur &r w,,,, = 22°; fortsatt
berdkningarna sa lange som temperaturen i skinkans mittpunkt stiger.



e 6. Signal propagation in a long wire

Consider the propagation of signals along a ten kilometers long wire with re-
sistance R, inductance L and capacitance C. The potential u(z, t) is a function
of distance x and time ¢.

u(z,t) is determined by the wave equation for damped oscillations:

Pu  ROu 1 d%u

—t - =—-—, 0<z<X, t>0

oz "Tor T LCar TS
At t = 0, the potential u(z,0) and its time derivative du/0t(z,0) are zero
everywhere, that is for 0 < x < X (X=10000).

The boundary value at the left end x=0 is a given signal u (). The boundary
condition at the right end is such that the signal is not reflected, it just leaves
the wire and vanishes. This implies that the transport equation

1
(Ou/Ot)pex + \/T—C(f?u/é?a:)xzx =0

holds (also called the advection equation).

Discretizing the wire into N parts and replacing the second derivatives in the
wave equation by the usual difference approximations and the first derivative
by the central difference approximation, one obtains a linear system of equa-
tions. For the boundary condition at the right endpoint the upwind algorithm
(FTBS) may be useful.

The parameter values are the following: R = 0.004 ohm, L = 107% H and
C=025-10"%F.

Test N = 100 and N = 200. Simulate signal propagation for a reasonable
length of time (for example less than three milliseconds) with two different
timesteps: the maximum timestep that satisfies the stability condition and a
timestep 70 percent of that.

You are welcome to try your own in-signals, but first test the uy(t) produced
by the below function. It sends three short pulses with a 0.0004 s period.

function usignal=futele(t)
tau=rem(t,0.0004) ;
TO=0; T1=0.00005; T2=0.00010; T3=0.00013; T4=0.00018; T5=0.00025;
ul0=1;
m=length(t); ul=zeros(m,1);
ind=find(TO<=tau & tau<=T1 | T2<=tau & tau<=T3 | T4<=tau & tau<=T5);
ul(ind)=uO*ones(size(ind)) ;
usignal=ul;



e 7. Apriltemperaturvariationer i marken

Under uppslagsordet mark!® i Nationalencyklopedin (NE) finns en bild som
visar dygnstemperaturvariationerna i en lerjord, da temperaturen vid mark-
ytan under dygnet varierar periodiskt mellan noll och tjugo grader, vilket &r
typiskt vid hogtrycksbetonat aprilvader.

Det géller att med numeriska simuleringar pa viarmeledningsekvationen studera
temperaturférdelningen under markytan vid brytningen mellan vinter och var
— fran mitten av mars till mitten av april — och &ven forsoka rekonstruera
bilden i NE. Vi antar att termiska diffusiviteten [ i lerjorden kan betraktas
som konstant och vi vet att (-virdet ligger i omradet 0.001 — 0.005 m?/h,
tidsenheten &r timme och langdenheten meter.

Viarmeledningsekvationen lyder

ou 0%u

—=03—, 0<2x<L

ot b Ox? ==

dér x ar noll vid markytan och x = L ar djupet dar man formodar att dygns-
medeltemperaturen Ty(t) rader. Det intraffar redan vid drygt en meters djup,
prova L = 1.2.

Temperaturen vid markytan antas folja uttrycket

w(0,4) = To(t) — T (¢) cos w

12 t ) t
med Ty(t) =4+ — arctan(ﬁ —12) och Ti(t) =75+ - arctan (ﬂ —12).

Tiden ¢ = 0 ar vid midnatt en marsdag da dygnsmedeltemperaturen ar —2°C.
Efter tolv dygn géller ¢ = 12 - 24 och da har medeltemperaturen under dygnet
blivit 4°C. Efter en méanad (31 dygn) alltsa i mitten av april dr dygnsmedel-
temperaturen uppe i 10 grader. Lat ¢y, vara 31 - 24. Under varje dygn ar det
kallast klockan tre pa natten och varmast vid femtontiden.

Rita upp marktemperaturkurvan med tidssteget en halvtimme. Bedém om
arctangensuttrycken dr en rimlig modell fér den stigande vartemperaturen.

Det behovs en begynnelsetemperaturfordelning u(zx, 0) for att man ska kunna
genomfora en numerisk behandling, vilj sjalv en sddan (motivera valet).

Anvénd finitadifferensmetoden och Crank-Nicolsons metod. Rita intressanta
kurvor av olika slag.

Det sista aprildygnet ar av sédrskilt intresse. Visa temperaturférdelningen i
marken, 0 < x < L, vid nagra olika tidpunkter under dygnet, t ex var tredje
timme. Speciellt viktigt &r det att med contour astadkomma en bild med
nivakurvor (isotermer) for att jamforelse med NE-bilden ska kunna ske! Vilket
(B-varde ger basta Overensstammelse?

Lwww.ne.se/jsp/search/article.jsp?i_art id=251277&i sect id=251283&i word=mark&si history=1



e 8. Solitonvagor

Nationalencyklopedin beskriver en soliton pa foljande satt:

"Solitar vag, vagpuls med partikelegenskaper. Fenomenet observerades 1834 p& en kanal
i Skottland, d4r John Scott Russell (1808-82) kunde folja en vigs vandring flera kilometer
utan att finna att den &ndrade form eller hastighet. Solitoners stabila egenskaper hérror fran
balans mellan tvad motsvarande effekter: utjimning av vigen genom dispersion (utspridning)
och storleksberoende ickelinjar sammanpressning. Havsvagor av solitonkaraktér, ca 30 m
hoga, atfoljer ofta vulkaniska utbrott och jordskred. Solitoner pavisades 1968 experimentellt i
en optisk fiber och erbjuder nya méjligheter fér optisk kommunikation med laser. Medicinska

och biologiska tillimpningar rérande nervpulsers utbredning férutses.”

Solitoner beskrivs av foljande ickelinjara partiella differentialekvation som for-
mulerades av Korteweg och de Vries ar 1895:

@_ ou  Bu
ot~ Vor o8

Vi studerar forloppet i intervallet —12 < x < 12 med periodiska randvillkor:
u(12,t) = u(—12,t) och 0*u/dz*(12,t) = OFu/0x*(—12,t) for k= 1,2, ...
For att en soliton ska upptridda maste startvagen ha en viss form och viss
amplitud. Prova med startvagen u(z,0) = 27/(coshz + cosh 3x).

Anvind finitadifferensmetoden med 240 intervall for rumsdiskretiseringen. Pro-
blemet 6vergar till ett system av ordinéra differentialekvationer du/dt = F(u).
Gor datasimulering fran tiden ¢ = 0 till t4,; = 1.2 med Runge-Kuttas metod
RK4 med tidssteget ot = 0.001.

Visa och forklara vad som hander om man tar storre tidssteg, ot = 0.002.

Prova hur kénslig solitonvagen &r for en amplitudférandring av startvagen.
Visa experimentellt vad som intréffar vid en stor férdndring av startvagens
amplitud. Hur manga procents forstoring eller forminskning kan man tillata
och dndéa behalla acceptabel solitoneffekt?

En implicit metod sasom trapetsmetoden &r ett alternativ till RK4. Vad ar
fordelen och vad ar nackdelen?



e 9. Glace au four

Recept pa Glace au four?: Pa ett ugnseldfast fat liggs ett skikt med sockerkaka
— gérna indrankt med lite fruktsaft, ddrefter laggs ett fem cm tjockt lager med
hardfrusen glass, temperatur —15°, och ovanpa hélls mardngsmet.

Stall in fatet i 275° varm ugn i cirka 3 minuter. Da hinner mardngen stel-
na men forhoppningsvis har inte glassen hunnit smélta mer &n alldeles intill
sockerkakan eller maranghéljet. Undersok hur det dr med det!

Viérmeledningsekvationen i en rumsdimension lyder:

Ju 0 ou
— = — < > 0.
il (g(x)ax>, O<z<L, t>0

Data: Sockerkakshéjd a = 1 cm; glassen nar till héjden b = 6 cm och total-
hojden med mardngsmet uppgar till L = 7 cm.

Den termiska diffusiviteten for skikten med sockerkaka, glass och maradng ar
g(xr) =030 da = <a, glx) =0 da a<x<b och g(x)=0.18 da b<x <L,
dir =1.0-107"5 m?/s. (Ténk pa att lingdenheten &r meter!)

Starttemperatur &r 20° i sockerkakan och mardngen och —15° déaremellan.

Vid x = 0 sker virmedverforing mellan ugnsluften och fatet med sockerkaka
enligt: —Ko (0u/0x)y—0+Ho (u(0,t) —ungn) = 0 med virmeledningsférmagan
Ky = 3.2 (sorten & W/m/°C) och varmeoverforingstalet Hy = 80.
Motsvarande géller vid mardngytan: K, (0u/0x),—r+H; (u(L,t) —uygn) = 0
med K; = 1.6 och H; = 150.

Utfor den numeriska behandlingen med finitadifferensmetoden eller Galerkins
metod och darefter med Crank-Nicolsons metod for ode-systemets 16sning.
Det ar lampligt med 70 intervall i z-led. Lat tidssteget vara litet (t ex en
sekund) under en halv minut och 6vergé dérefter till ett lite storre tidssteg.

Nar mardngytan har natt temperaturen 100° ar det dags att ta ut glassdesser-
ten ur ugnen. Hur lang tid tar det? Ar glassen fortfarande frusen? Det beror
pa den valda ugnstemperaturen. Préva uygn = 200, 225 och 275°.

Rita temperaturkurvor och notera speciellt temperaturen vid glassens mitt.

2Se t ex http://www.dn.se/DNet /jsp/polopoly.jsp?d=118&a=360588
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e 9. Glace au four (English version)

Recipe for Glace au four®: Give an ovenproof plate a layer of sponge cake
soaked in fruit juice, then a five cm thick layer of of hardfrozen ice cream,
temperature —15°C, and pour meringue batter on top of it.

Insert the plate into the 275°C hot oven for about 3 minutes. The meringue
will harden but hopefully the ice cream has not have time to melt except for
a thin top layer close to the meringue and a thin bottom layer close to the
sponge cake. Investigate that scientifically!

The heat equation in one space dimension has the form:

Z—?z%(g(x)?—i), O<ax<L, t>0.
Data: Sponge cake height @ = 1 c¢m; the ice cream reaches the height b = 6
cm and the total height including meringue batter is L = 7 cm.

The thermal diffusivity for the layers is g(z) = 0.35 when = < a, g(z) =
B when a<x<b and g(z)=0.13 for b<x <L, where $=1.0-1075 m?/s.
(Note that the length unit is meter!)

Start temperature is 20°C in the cake and in the meringue, and —15°C in the
ice cream.

Heat transfer occurs at © = 0 according to: —Ky (Ou/0x),—o + Ho (u(0,t) —
uoven) = 0 with heat conductivity Ky = 3.2 (the unit is W/m/°C) and heat
transfer coefficient Hy = 80 (W/m?/°C).

The corresponding equation at z = L is: K (0u/0z),—r + Hy (u(L,t) —
toven) = 0 with Ky = 1.6 and H; = 150. .

For the numerical treatment, use either the finite difference method or Galer-
kin’s method and some appropriate solution method for the ode-system.
Use 70 intervals in the x-direction.

When the meringue boundary has reached 100, it is time to remove the ice
cream dessert from the oven. How long does it take? Is the ice cream still
frozen? That depends on the chosen oven temperature. Test ugyen = 200, 225
and 275°.

Draw temperature curves and note in particular the temperature in the center
of the ice cream.

3http://www.dn.se/DNet/jsp/polopoly.jsp?d=118&a=360588
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e 10. Varmeutveckling i bromsskiva pa bil

Hér ska vi studera temperaturstegringen i skivbromsarna pa framhjulen pa en
bil (t ex SAAB 900) under en kraftig inbromsning. Bromsskivan &r ett 12 mm
tjockt skikt av stal (eller liknande) med bromsbelédgg pa bada sidor; symmetrin
gor att vi endast behover ridkna pa halva skiktet. Lat friktionsytan finnas vid
x = 0, och lat x = L beteckna halva skiktet dar randvillkoret av symmetriskal
ar Ou/0x = 0.

Om diffusiviteten kan betraktas som konstant lyder varmeledningsekvationen

ou d*u
o P

(Nedan ska aven ett fall med ickekonstant diffusivitet behandlas.)

0O<xz<L, t>0.

Den termiska diffusiviteten for stal rér sig om 3 =8-107° i sorten m?/s.

Randvillkor vid z = 0: —K (0u/0x),—0 + H (u(0,t) — wupe) = Q(2),

dar Q(t) ar en effektfunktion som beror av bromskraften vilken i sin tur beror
av biltypen, retardationen och hastigheten vid inbromsningen (fran 30 m/s
till stillastdende pa tre sekunder). For var biltyp antas effektfunktionen for
0<t<3vara Q(t) =2-10°3 —t)? och Q(t) = 0 annars.

K =100 &r varmeledningsformagan hos stal (sorten &r W/m/°C ). Storheten
H = 15000 W/m?/°C &r virmeoverforingstalet mellan omgivande luft och
bromsskivan. Inbromsningen gors en skon majdag da temperaturen i luften &r
20° vilket utgor temperaturen i hela bromsskivan da inbromsningen borjar.

Préva forst med 30 intervall i rumsled. Lat tidssteget vara litet (t ex 0t = 0.005
eller 0.01) under en halv sekund och 6verga sedan till 6¢ = 0.05. Rita upp
temperaturfordelningen vid varje tidssteg. Notera maximala temperaturen vid
friktionsytan z = 0 och vid bromsskivans mitt x = L. Gor om berdkningarna
med 60 intervall i rummet. Ge en tillforlitlighetsbedomning av maxtempera-
turvirdena. Varfor sa litet tidssteg i borjan? Testa med 0t = 0.05 under hela
berdkningen. Diskutera resultatet.

Om foraren startar pa nytt och efter bara nagra sekunder goér en ny kraftig
inbromsning har temperaturen i bromsskivan inte hunnit ner till lufttempera-
tur. Réakningarna blir som tidigare men med annan starttemperaturférdelning.
Experimentera med detta!

Man funderar pa att géra bromsskivan i ett material med den termiska diffu-
siviteten D(u) = fo(1 + B1u), med By = 4- 1075 och 3; = 0.003.

Virmeledningsekvationen lyder 2¢ = 2 (D(u)%%) som kan utvecklas till
ou 0*u oul’
o = Do ((1 +hu) s + 6 [a—xl )

med samma randvillkor och samma K och H-viarden som tidigare. Utfor be-
rakningar pa detta ickelinjara problem och jamfér maxtemperaturvirdena med
de ovan erhallna.
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e 12. Sfiriskt akvarium med forgiftad guldfisk

Puttes syster har en liten guldfisk i ett klotformat akvarium som &r till halften
fyllt med vatten. Putte tycker inte om guldfiskar och har déarfor bestamt sig
for att forgifta fisken sa att den dor. Fisken ligger inte ont anande och sover
middag halvvégs under skalens centrum,

Putte héller forsiktigt ned sin giftlosning i guldfiskskalen sa att den fylls helt.
Vi far gora antagandet att giftlosningen skiktar sig ovanpa vattnet och inte
borjar blanda sig med vattnet forran skalen &r full. Giftet sprider sig i vattnet
enligt diffusionsekvationen i sfariska koordinater (utan ¢-beroende):

10u 13(ru) 1 9 ou

— == —(sinf— < <0< _
a ot r Or? +7"2sin980(8m989)’ O<r<R 0<f<m t>0

Diffusionskoefficienten fér denna mixtur ér a = 4.5 - 107> m?/s.

Vid r = R géller 0u/dr = 0. Vid § = 0 och 6 = 7 géller det naturliga rand-
villkoret du/00 = 0. Begynnelsevillkoret ar att giftkoncentrationen u(r,6,0)
dr ett (dvs hundraprocentig) i 6vre halvan av akvariet (0 < 6 < 7/2) och
noll 6verallt i den undre halvan (7/2 < 6 < 7). Vid grénsytan 6 = 7/2 sétts
koncentrationen till medelvardet 0.5.

Akvariet har diametern 24 cm (alltsdé R = 0.12). Guldfisken finns hela tiden
rakt under centrum pa avstandet R/2. Guldfisken dor da giftkoncentrationen
hos den uppgar till 40 procent av koncentrationen i den ursprungliga 16sningen.

Gor lagom fin diskretisering av r och 6 (t ex 12 eller 24 delintervall i r-led och
20 i 6-led). En implicit metod &ar lamplig for berdkning av giftkoncentrationen
i akvariet vid ckande tider.

Efter hur lang tid dor guldfisken? Rita intressanta giftkoncentrationskurvor av
olika slag.
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e 13. Roterande vitska i burk och tekopp

En viskos vatska finns inuti en cylinder med radien R = 40 mm. Cylindern
med innehall roterar med vinkelhastigheten €, sa att uy = Qr, 0 <r < R.
Vitskan har inga hastighetskomponenter i r- och z-led utan enbart kompo-
nenten u = ug.

Plotsligt stannar cylindern. Vatskans rorelse bestdams for ¢ > 0 av den partiella
differentialekvationen

2
g—?zu (%%(r%)—%—i—%), 0<r<R, 0<z<H
med begynnelsevillkoret u = Qr . Randvillkoren &r v = 0 vid r=0 och r=R
samt u = 0 dven vid burkens dndytor z = 0 och z = H. Konstanten v ar
viskositetskoefficienten. For vatten géller v = 107° m?/s.
Vinkelhastigheten kan antas vara Q = 1.
Vi vill berékna och rita kurvor éver hur hastigheten u(r, z,t) i vitskan fordnd-
ras med tiden.

a) Det dr lampligt att forst betrakta problemet for en odndligt hog cylinder.
Vitskans hastighet blir da oberoende av z, vilket forenklar differentialekva-
tionen och dess numeriska 16sning eftersom problemet blir endimensionellt i
rummet. Anvénd Crank-Nicolsons metod for att berdkna hastighetsférdelning-
en u(r, t) i vitskan. Rita kurvor 6ver vitskans hastighet som funktion av radien
vid olika tidpunkter.

b) Cylindern har i sjélva verket en hojd pa H =8 cm. Att hastigheten &r
noll vid 2 =0 och z= H far betydelse for hastighetsférdelningen i cylindern.
Anvind Crank-Nicolsons metod fér den numeriska behandlingen av detta tva-
dimensionella problem. Rita hastighetsférdelningen vid olika tidpunkter med
contourf-kommandot. Diskutera de erhallna resultaten i fallen med odndlig
resp andlig cylinder.

c) Studera samma problem men byt den slutna burken
mot en 6ppen tekopp med bottenradien 3 cm. Koppen
ar fylld med te till héjden 6 cm och dér ar radien 6
cm. Tekoppen roterar kring r = 0 med vinkelhastighe-

u(r, z,0) = Qr. Randvillkoret vid » = 0 samt vid bot-
ten och ldngs koppens viagg ar som forut v = 0. Upptill
giller egentligen att vitskeytan har en parabolisk ned-
buktning pga rotationen. Vi bortser fran det och later
ytan vara plan vid z = H med randvillkoret Ou/dz = 0.

Berdkna och rita hastighetsfordelningen i tekoppen vid olika tider.
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e 15. Oren Rhen

Vid en olycka i november 1986 slappte en pesticidfabrik i Schweiz ut en stor
méangd bekdmpningsmedel i floden Rhen under tio timmar. En modell for
resultatet av flodféroreningen ges av

ou 0u ou

x ar avstandet i kilometer langs floden fran flodkéllan, ¢ &r tiden i timmar
raknad fran utslédppets borjan och u(z,t) anger giftkoncentrationen i mol/km.

Den forsta termen i hogerledet beskriver diffusionen, dér 3 ar diffusiviteten
for vatten. Den andra termen beskriver transporten, déar v &r vattenflodets
hastighet. Den sista termen é&r sjalva giftutsldppet ¥(z,t), som ju &r noll for
alla x utom i ett kort intervall kring fabriken.

Avstandet till lodmynningen ar 500 km och fabriken ligger vid x = 100.

B = 25km*/h
v = bkm/h
SxW(z,t) = 24mol/h, 100 <z <100+ dx, 0 <t < 10.

Sa som W definieras spelar det exakta viardet pa rumssteget dx just ingen roll,
den utsldppta méangden blir alltid densamma — motivera detta!

Begynnelsevillkor: u(x,0) =0 for 0 <z < 500; randvillkoren ar u(0,¢) =0
och u(500,t) = 0 (vid utloppet i havet blir giftkoncentrationen férsumbar).

Los problemet numeriskt for hela flodlangden med ett rumssteg dx pa for-
slagsvis en km. Berdkningar ska ske fran tiden ¢ =0 fram till dess att giftet
blir uppmétbart (u-vérdet passerar gransviardet 0.001) vid en métplats 4 km
fore lodmynningen, alltsa vid z = 496.

Experimentera med olika tidssteg och rita informativa kurvor 6ver hur giftet
forflyttas och sprids liangs floden. Forsok ocksa att besvara foljande fragor:

— Péaverkas floden uppstroms av utslappet?

— Pa hur lang flodstriacka nas fiskdodsvardet u = 0.25 7

— Rita w som funktion av z, dels for t = 10+ 0t (forsta tidssteget efter
utsléappets upphorande), dels for ¢ = 30. Vad &r arean under dessa bada
kurvor? Fysikalisk betydelse?

Manga tidningsartiklar skrevs i november 1986 om utsldppet i Rhen. Hér dr nagra referenser:

[1] P Lewis, "Huge chemical spill in the Rhine creates havoc in four countries”, The New
York Times, 11 nov 1986.

[2] T Roth, "Swiss accident that polluted the Rhine may have heaviest impact on Ger-
many”’, The Wall Street Journal, 11 nov 1986.

[3] J Tagliabue, "Rhine poisoning stretching 185 miles”, The New York Times, 13 nov
1986.
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e 17. Vinklad vagledare

Vi ska undersoka vagutbredningen i en
vagledare med en krok enligt figuren. En
plan vag skickas in vid vénstra kortsidan.
Svingningarna inuti vagledaren beskrivs
av vagekvationen

U U _ U
022 T o2 o

Tidsberoendet kan elimineras om vagen ar
monokromatisk med kind vaglangd A. Vi
infér w = 27 /X och ansétter den monokro-
matiska vagen som U(z,y,t) = u(x,y)e™’.

Vagekvationen reduceras da till Helmholtz ekvation (visa detta):

Fu  Su__ o
ox2  oy?

Randvillkor: u = 0 vid vagledarens lingsgaende viggar som ar av metall.
Vid vagledarutgangen, den nedre kortsidan i figuren, sker ingen reflektion av
vagen. Villkoret dar uttrycks av transportekvationen %—lt] + %—g =0, med plus-

tecken om y-axeln #r riktad nedat. Aven hér kan tidsberoendet elimineras och
randvillkoret vid y = yy, blir £0u/0y + iwu = 0.

Vid vénstra kortsidan (z = 0) bestar vagen U(0,y,t) av tva delar, dels en
inkommande plan vag e“® dels resten, alltsa V = U(0,y,t) — ¢ som

representerar reflektioner fran det inre. For vagdelen V' giller vid x = 0 samma

slags absorberande randvillkor som vid utgangen: %—‘Z = %—V =0 (minustecken
€T

eftersom utatriktad normalvektor ar negativ z-riktning). Med inséttning av
uttrycket for V' erhalls
%(U _ eiw(t—x)) _ %(U _ eiw(t—?c)) =0
iw(u(0,y) — e %) — (2 + jwe ") = 0
Ou/0xr — iwu + 2iw = 0

—
—

som alltsa ar randvillkoret vid ingangen x = 0 till vagledaren. Problemet har
overforts till ett plant elliptiskt PDE-problem med blandade dirichlet- och
neumannvillkor.

Problemet &r en modifiering av demoexemplet "Transmission of Microwaves” i MATLABS
toolbox FEMLAB, med kort beskrivning i hiftet FEMLAB, User’s Guide and Introduction.

Vagledaren ryms i zy-planet i en kvadrat med sidan 0.20 m; utstréckningen i 2-
led ar ovidkommande eftersom det &r ett plant problem. Bredden pa vagledaren
ar 0.04 m — utom i den nagot bredare kroken — enligt foljande uppséttning
koordinater som markerar konturen (vi tdnker oss att y-axeln pekar nedat):

x=[0 0.16 0.20 0.20 0.16 0.16 0.14 0], y=[0 0 0.04 0.20 0.20 0.06 0.04 0.04].
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Det &r intressant att undersoka fall déar vagléngden hos den inkommande vagen
ar av ungefar samma storleksordning som vagledarbredden. Experimentera
med vaglangder A fran 30 mm till 80 mm.

Figuren visar ett gitter med diskretiseringssteget h = 0.005. Utfér den nume-
riska behandlingen av problemet med finitadifferensmetoden. Anvénd steget
h = 0.005 i de forsta experimenten men Overga till steget 0.0025 i produk-
tionskorningarna. Vad &r fordelar och nackdelar med ytterligare en halvering
av steget?

Problemet omfattar komplexvirda storheter vilket medfér att den numeris-
ka losningens komponenter u(x;,y;) far komplexa virden. Vid uppritningen
betraktas lampligen realdelen av v som kan tolkas som vagutbredningen i vag-
ledaren vid en fryst tidpunkt.
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e 18. Metallblock med varmekalla och termometer

Vi ska studera ett stationart viarmeledningsproblem for ett homogent metall-
block med rektangulédrt tvarsnitt 0.30 x 0.20 m. Problemet kan betraktas
som ett tvadimensionellt elliptiskt PDE-problem, eftersom blocket har stor
utstrickning i z-led och villkoren vid blockets viggar dr oberoende av z.

Inuti blocket i hela dess langd finns en virmekalla vars
tvarsnitt ar en liten kvadrat 0.04 x 0.04 m, med vénstra
kanten 0.04 m fran rektangelns vénstra sida och sym- S
metriskt placerad i y-led enligt figuren. Metallblocket . Termometer
har varmeutbyte med omgivningen vid vanstra viaggen
(x = 0) genom en tunt glasskikt. De dvriga viggarna
ar varmeisolerade.

Uppgiften ar att bestamma temperaturfordelningen i metallblocket néar statio-
nart tillstand uppstatt. Temperaturen u(x,y) bestdms da av Poissons ekvation

Pu 0%
ﬁ(a 82>+q(fvy)—0

dér B = 45 (sort W/m K) &r metallens virmeledningskoefficient — detta
géller &ven i kvadraten. Vi antar att virmekéllan ger jamnt férdelat virmeflode
pa q(x,y) = 4000/0.04* (sort W/m?) innanfér kvadrattviirsnittet. Utanfor
varmekallan géller ¢ = 0. I punkter pa kvadratens rand utnyttjas halva ¢-
virdet (analogt med trapetsregeln vid integration).

Omgivningens temperatur ar wy,, = 20°C. Virmeoverforingstalet vid vanstra
vaggens glasskikt dr K, = 900. Randvillkoret vid x = 0 lyder

B %(07 y) = —Ke (tomg = u(0,9)).

Metallblockets isolerande viggar leder till neumann-randvillkor du/dy = 0 vid
ovre och undre viggen och du/0x = 0 vid hogra véggen.

Préva tre olika diskretiseringssteg, forst h = 0.02 och déarefter h = 0.01 och
0.005. Rita ekvipotentialkurvor for temperaturfordelningen och skriv ut me-
tallblockets maxtemperatur (som naturligt nog patréffas i lilla kvadraten).
Skriv ocksa ut temperaturviardet pa termometerns plats i figuren. Den ligger
pa symmetrilinjen i y-led vid x = 0.16.

Vi vill nu studera hela virmeledningsforloppet i metallblocket. Det géller alltsa
att 16sa varmeledningsekvationen

ou Pu  O*u
asr = 5(82 82>+Q($y)
fran tiden ¢t = 0 da hela blocket antas ha temperaturen 20°C &nda tills det

stationdra tillstandet uppnas. Varmekapacitetskonstanten « antas ha vardet
a=1.2-10°.
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