pdef01 - inledande 6vningar

1. Satt u = (z,y) och Q = {(z,y) : 0<z <1,0<y <1}

Verifiera Gauss divergenssats [4q v - n = [ divu i detta fall.

Eftersom V x u = 0 (visa detta) finns potential ¢ sidan att v = —grade.
Bestdm en sadan ¢ och berékna ||¢|| och ||V

2. Visa att for en I6sning till virmeledningsekvationen (med homogena
Dirichlet randvérden och f = 0) géiller ||Vu(t)|| < ||Vuol|-

3. Fran uppskattningen ||u(t)| < %%HUOH foljer att [ |ja|| < %lné“uoﬂ.

Verifiera dettal. Visa sedan med hjalp av en uppskattningen vi tidigare
erhallit for f§ s||Aul|? den skarpare uppskattningen [/ |[a]| < /Int||uq]|.

4. Harled uppskattningar for ||u|| och ||Vu|| for 16sningen till —Au +u = f

iQ,g—Z:OpéOQ.

5. Visa att for en 16sning till vagekvationen (med homogena Dirichlet randvar-
den och f = 0) konserveras ||V + || Aul|*.

6. Finn en energi som konserveras av vagekvationen med randvillkoret g—z +
u=0och f=0.

7. Bestam en konstant Cgq, sa liten som mojligt, sadan att ||u]| < Cq||Vu||
for alla v sadana att uw = 0 pa 02 for Q = {(z,y) : 0 <z < 1}.

8. Lat u; och us vara losningar till Poissons ekvation med hogerled f; resp.
f2 och homogena Dirichlet randvérden. Visa att ||u; — ug|| < C3||f1 — fol|-
Kan det finnas med an en losning till Poissons ekvation med givna Dirichlet
randviarden? Motivera! Kan det finns mer &n en 16sning till virmeledningsek-
vationen med givna Dirichlet randvéirden och begynnelsevirden?

9. Verifiera att u = —3 (2% +y?) 16ser —Au = 1. Ange sedan en kombination
av Dirichlet, Neuman och Robin randvillkor langs randen till Q@ = {(z,vy) :
z,y > 0,22 +y? < 1} som u satisfierar, och som tillsammans med den givna
Poissonekvationen entydigt bestammer u. Harled en stabilitetsuppskattning
for v med de givna randvillkoren som visar entydigheten.

10. Hérled en motsvarighet till ekvationen mii = f — i — (ku')’ fér en trans-
versellt svingande ”diskret string” bestaende av n massor sammankopplade
med fjadrar. Designa den diskreta modellen sa att da n — oo erhalles ekva-
tionen for den svangande ”kontinuerliga strangen”.



11. Betrakta ett fjarrvirmeror med radie 0.1 och en lika tjock isolering med
konduktiviteten k;. Berdkna varmeflodet ut fran roret om vattnet i roret ar
30° och marktemperaturen 10° med Dirichlet randvillkor.

I en modell for hur spillvirmet fran roret sprider sig i marken vill man
anvanda en forenklad modell av roret med given radie 0.2 och med randvillkor
av typen % 4 ou = 030°. Bestim o om markens konduktivitet ar k,,.

12. Betrakta ett hus enligt figur nedan. Fér temperaturen u i huset géller
Ay = 0 med randvillkor ‘9“ + 0.1u = —1 langs taket, ‘9“ + u = —10 langs
vaggarna och ‘9“ =g langs golvet

Vilket uppvarmnlngssystem kan man tanka sig att huset har?

Vilken energisparatgiard borde vidtas i forsta hand?

Approximera huset med en endimensionell modell enligt figur. Bestam g
s att medeltemperaturen @ = f, u i huset blir 20°.

Vad blir g efter foreslagen energisparatgard?

13. Visa med hjilp av [, v2A¢ = [5q v2 a¢ — Jo2vVv- V¢, med ¢ vald sa att
8 =1, att fyov? < C(|]v]|* + || Vol?) for nagon konstant C' = Cq.

14 Visa att for 16sningen till —Aw + u =01, g—z = ¢ pa 0f) galler
IVull> + [ull® = foo9u < f5092 + 35 Jaq u 2, och diarmed (enl. uppg. 13)
IVl + [Jull* < C foq g*.

h
du/dn+0.1u=-1 dw/dn+0.1u=-1 17 du/dn+u=-10
du/dn+u=-10 duw/dn+u=-10
0-+ du/dn=g

du/dn=g



