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Ickelinjara ekvationssystem

Uppgift 1: Van der Waals tillstandlag

\'

(p+%](v—b): RT

beskriver relationen mellan trycket p, temperaturen T och volymen v i reala gaser, och dar a
och b ar experimentellt bestdimda konstanter. R &r den allmanna gaskonstanten. For givna
varden pa T=300 och pa p=1,10 och 100 skulle motsvarande varden pa v bestammas.
Resultaten skulle jamféras med varden genom den ideala gaslagen

pv=RT.

Utférande: Newtons metod

f(v
Vi, =V, —Z,, med z, _ )

fF'(v,)
anvandes som den itererande algoritmen for att finna ett nollstélle till

f(vk):(p+\%j(v—b)—RT.

Som begynnelsevérde for iterationen anvéandes

Vo=—o,

P

vilket kan anses ligga néra det korrekta vardet och en maxtolerans pa 1e-6 pa normen av z. |
MATLAB anvandes symbolisk hantering av funktionerna for att underlatta deriveringen och
hanterandet av algoritmen.

Resultat: Beraknade varden pa v och v, for olika varden p kan ses i tabellen nedan.

Volym\ Tryck p=1 p=10 p=100
v 24.5126 2.3545 0.0795
Vo 24.6162 2.4616 0.2462

Den relativa skillnaden mellan van der Waals lag och den ideala gaslagen blir pataglig vid

hogt tryck och liten volym.




Koden:

Uppl.m

syms v
R=0.082054;

a=3.592; k=0;

b=0.04267;

T=300;

for p=[1,10,100]
f=(p+ta/v"2)*(v-b)-R*T;
fprim=diff(F,"v");
VO=R*T/p;

vk=v0;
zk=subs(fprim,v,vk*)\subs(f,v,vk");
while norm(zk, Inf)>le-6

vk=vk-zk;
zk=subs(f,v,vk")/subs(fprim,v,vk");
end
vk
vO
end
Uppgift 2:
Ett ickelinjart ekvationssystem av fyra okanda t,,t,, w,,w, gavs av
w+w, = 2
wt +w,t, = 0,
w2 +w,t? = 2/3,
wtl+w,td = 0.

Lésningar skulle bestammas dar t, e [-1, 1].

Utférande:
Newtons metod uttkat for system av ekvationer anvéndes med

W, +W, —2
Wt +w,t,
Wit/ +w,t2 —2/3

3 3
Wit +Ww,t;

f(tlltz’lewz):



sa att f(x) =0 sokes. Den itererande algoritmen skrivs som X, , =x, —z,, dar z, bestams
genom matrisekvationen J;(x,)z, =f(x,). Som startvarde anvandes X, =(-0.5,0.511) och
en maxtolerans le-12 pa normen av z,. En MATLAB funktion Upp2 med inbyggda
subfunktioner f(xk) och f_jakobian(xk) returnerade den approximerade l6sningen.

Resultat:
Som losning erhdlls varden pa -0.5774 och 0.5774 for t, och 1 for vikterna w, och w,.

Symmetrin med avseende pa t, och t, gjorde att olika tecken kunde erhallas for t-variablerna
beroende pa startvektorn.

Koden:

Upp2.m

function xk=Upp2
xk=[3,5,9,7]";
Fk=Ffeval (@F_jakobian,xk);
fk=Feval (@F,xk);
zk=Fk\Fk;
k=0;
while norm(fk)>le-12
xk=xk-zKk;
k=k+1;
Fk=feval (@F_jakobian,xk);
fk=Feval (@F,xk);
zk=FKk\Tk;
end

function fk=F(xk)

fk=zeros(4,1);

Tk(1)=xk(3)+xk(4)-2;
Tk(2)=xk(3)*xk(1)+xk(4)*xk(2);
Tk(3)=xk(3)*xk(1)"2+xk(4)*xk(2)"2-2/3;
Tk(4)=xk(3)*xk(1)"3+xk(4)*xk(2)"3;

function fprim_xk=Ff_ jakobian(xk);

fprim xk=[ 0, 0, 1, 1;
xk(3), xk(4), xk(1), xk(2);
2*xk(3)*xk(1), 2*xk(4)*xk(2), xk(1)"2, xk(2)"2;
3*xk(3)*xk(1)"2, 3*xk(4)*xk(2)"2, xk()"3, xk(2)"3];



Bratuproblemet

Randvardesproblemet

—-u"=1e", 0<t<l A1>0,
u(0)=u(1) =0,

har for 4 =1 exakt tva l6sningar.

Uppgift 3:

En finita differensmetod med n ekvidistanta noder skulle tillampas pa problemet for n=1,3,7
och 15.

Utforande:
Diskretiseringen over natet gav upphov till ickelinjart system

f(uy=Au+h(u)=0,

déar
U, 2 -1 el
u -1 2 . iz
TE R N . h(u)=-h?| ©,
. . . —1 :
u -1 2 gt

Losningen berdknades med en maxtolerans pa 1e-8 for normen pa z, genom Newtons metod:

Uy =U, =2, Je(u)z, =F(uy),
med
Ji(u)=A+h'(u,), h'(u,) =diag(h(u,)).

Startvardet for iterationen sattes till u, =0 och sekvensen av l6sningar for olika antal noder
plottades.



Resultat:

Loésningskurvorna med linjarinterpolation och en graf av den diskreta 16sningen for n=15 kan
ses i figur 1 och 2.

Finita differensmetoden n=1,3,7,15 Finita differensmetoden n=15

A 1 ——
<y VA | / N

/ NN | / \
S N R \
006 AZ// \\\\Sk ] 006 // \\ |
14 ST \

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figur 1: Sekvens av Ibsningar for olika n. Figur 2: Lt’)sningskurvén for 15 ekvidistanta noder.

Koden:

Upp3.m

for n=[1,3,7,15,100]
k=0;
h=1/(n+1);
u=zeros(n,1);
s=ones(n,1);
A=spdiags([-s,2*s,-s],-1:1,n,n);
H=-h"2*exp(u);
F=A+spdiags(H,0,n,n);
Tf=A*u+H;
zk=F\T;
while norm(zk, Inf)>1e-8
u=u-zk;
k=k+1;
H=-h"2*exp(u) ;
F=A+spdiags(H,0,n,n);
T=A*u+H;
zk=F\F;
end
u=[0;u;0];
t=0:h:1; figure(l);
plot(t,u,"--"); hold on;



end

hold off;

title("Finita differensmetoden n=1,3,7,15","FontSize",16);
xlabel ("t", "FontSize",16);

ylabel ("u®, "FontSize",16);

figure(2); plot(t,u,"--")

title("Finita differensmetoden n=15", "FontSize",16);
xlabel ("t", "FontSize~",16);

ylabel ("u®, "FontSize",16);

Uppgift 4a:
En metod kallad ”Collocation method” skulle anvéndas for Bratuproblemet med n=3,4,5,6

och basfunktioner

noder (ekvidistanta) vid t, =ih, h=
(n+1)

v, (t) =t@-tt",

sS4 att

u(t) = v(t) = D Xt 0" = A1) (% + Xt oo+ X, ")

Utforande:

Inséttning av v(t) i ekvationen gav for de olika noderna n stycken ickelinjéara ekvationer, som
I6stes med Newton metoden genom:

f(x)=v'(t)+e'™ =0=f(x)=0,
X =X —Zys Jf(xk)zk :f(xk)'

Symbolisk hantering av de okanda underlattade vid berakningen av Jakobianen och x, gavs
genomgaende ettor for alla n.

Resultat:

Approximationen forbattrades inte ndmnvart av ytterligare tilldgg av basfunktioner utdver n=3
vilket antyder att basfunktionernas karaktaristik for lagre n &r val anpassade till ena
I6sningens natur. En jamforelse mellan n=3 och n=6 kan ses i figur 3, tillsynes ligger de nara
varandra.



Collocation method n=3 och n=6
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Figur 3: Koefficienter for basfunktioner av lagre grad dominerar

Uppgift 4b:

Bratuproblemet har for A =1 exakt tva l6sningar, den andra mer svartillgangliga l6sningen
skulle finnas med ledtraden om att bada losningarna har en inledande positiv derivata for sma
t.

Utforande:

Vid sma t domineras derivatan till ansatsen av x, och x, och dar forsta ordningen av t till lika
stor del paverkas av de bada koefficienterna med motsatt tecken. Startvardet for iterationen
ansattes darfor till x, =10, x, =10, vilket skulle gora derivatan positiv for sma t.

Resultat:

Den andra I6sningen hittades med ovanstaende iterationsstart, forvisso med andra koefficient-
varden. Losningen kan ses i figur 4 for olika n. Losningen antar mycket storre véarden &n
foregaende kurva.

Collocation method
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Figur 4: En ansats av fler basfunktioner visar att metoden konvergerar mot en annan lésning, en 16sning som
antar mycket storre véarden under intervallet.

Koden:

Upp4.m



syms x1 x2 x3 x4 x5 x6 t
X=[x1,%x2,x3,x4,x5,x6];
dt=linspace(0,1,100);
vtot=[];
for n=[3,4,6];
h=1/(n+1);
v=0;
for i=1:n

v=v+X(D)*tN(i-1);
end
v=v*t*(1-t);
S=v;
vbis=diff(v,"t",2);
ev=exp(Vv);
ti=h:h:1-h;
f=subs(vbis+tev,t,ti");
x=[1;
for i=1:n

x=[x,X(i)];
end

F=jacobian(f,x);

xk=zeros(n,1);

xk(1)=10; xk(2)=10;

zk=1e30*xk ;

while norm(zk, Inf)>1e-9
zk=subs(F,x,xk")\subs(f,x,xk");

xk=xk-zKk;

end

v=subs(v,x,xk");

v=subs(v,t,dt");

vtot=[vtot,Vv];

end
plot(dt,vtot(:,1),dt,vtot(:,2), " "r",dt,vtot(:,3));
title("Collocation method”, "FontSize",16)
legend("n=3","n=4","n=6%);

xlabel ("t", "FontSize",16);

ylabel ("v", "FontSize",16, "FontWeight","bold");

Naturkonstanten Pi

Det reella talet 7 =3.141592653... kan genom arctangens uttryckas med en integral

l——il—z—dx==7z.
01+ X

Integralens varde ska approximeras med numerisk integration.

Uppgift 5a:

Med hjalp av metoder baserade pa polynominterpolation far man for olika antal
interpolationsnoder formler for approximativa varden pa integralen under intervallet. For
numerisk integration anvands framst tre formler motsvarande antalet noder n=1,2,3:



R(f)=(b-a)f (a%bj ger mittpunktsformeln,

T(f)= b;Za(f (a)+ f (b)) ger trapetsapproximationen, och

S(f) =b_Ta( f(a)+ f(b)+4f(aT+bD ger Simpsons formel,

dar f &r integranden. Dess metoder ska anvandas for att approximera vérdet pa pi genom
ovanstaende integral. Metodernas precision ska jamforas och felet e(h) som en funktion av
steglangden h ska uppskattas.

Utfoérande: Steglangden varierades genom halveringar 1/2, 1/4, 1/8, 1/16. Symbolisk
hantering anvéandes. Felet uppskattades vara en asymptotisk funktion e(h) =~ ch? med

N logle(h)/e(h/q)|
- logq

for tva berdknade varden for h och h/q.

Resultat: I tabellen nedan ses felet for respektive metod och steglangd.

Metod\ h h=1/2 h=1/4 h=1/8 h=1/16

Mittpunkts. 0.0208 0.0052 0.0013 3.2552¢-004
Trapets. 0.0416 0.0104 0.0026 6.5104e-004
Simpsons 2.4026e-005 1.5113e-007 2.3650e-009 3.6957e-011

Simpsons formel visar en remarkabel precision dven for stora h. Trapetsapproximationen,
n=2, uppvisar ddaremot samre egenskaper &n mittpunktsformeln, n=1, fér den givna
integranden. Inséttning av varden ifran tabellen visar att felfunktionen for mittpunktsformeln

och trapetsapproximation kan skrivas som e(h) ~0.0832h* och motsvarande uttryck for
Simpsons formel blir e(h) ~ 0.00062h°. Reduktion av steglangden tappar sin effektivitet nar
maskinprecisionen kommer in som en bidragande del av berakningarna.

Uppgift 5b:

MATLABS inbyggda rutiner for numerisk integration skulle anvandas och tillforlitligheten i
ansatt tolerans skulle utredas.

Resultat: Funktionerna quad ( Simpson ) och quadl ( Lobatto ) anvdndes med olika
toleranser. De angivna rutinerna uppfyllde varje toleranskrav.

Koden:

Upp5.m

syms X
h=1/16;
=4/(1+x"2);
dx=0:h:1;




% R(F)

1=0;

for i=1:length(dx)-1
I=1+(dx(i+1)-dx (1)) *subs(F,x, (dx(i+1)+dx(1))/2);
end

R=abs(l-pi)

% T(F)

1=0;

for i=1:length(dx)-1
I=1+(dx(i+1)-dx (1)) /2*(subs(Ff,x,dx(i+1))+subs(Ff,x,dx(i)));
end

T=abs(1-pi)

% S(F)

1=0;

for i=1:length(dx)-1

I=1+(dx(i+1)-
dx(1))/6*(subs(f,x,dx(i+1))+subs(f,x,dx(i))+4*subs(F,x, (dx(i+1)+dx(i))/2));
end

S=abs(I-pi)

f=inline("4./(1+x."2)");
Quad_Simpson=quad(f,0,1,1e-12)-pi
Quad_Lobatto=quadl (f,0,1,1e-12)-pi

Uppgift 6a: Foregaende steg i uppgift 5a skulle utforas for integralen

_[lﬁlog(x)dx = _4 :

0 9

Utforande: For behandling av integrandens varde for x=0 berdknades gransvardet
analytiskt

lim/x log(x) = lim log() =[ Ly Hospitalw

X—1/2 llcx)ll

e 1/x vz
=l oo = imE2x T =0.

Grénsvérdet substituerade sedan integrandens numeriska berékning vid den kritiska punkten.

Resultat: | tabellen nedan ses felet for respektive metod och steglangd.

Metod\ h h=1/2 h=1/4 h=1/8 h=1/16
Mittpunkts. 0.0267 0.0136 0.0064 0.0029
Trapets. 0.1994 0.0863 0.0364 0.0150
Simpsons 0.0487 0.0197 0.0078 0.0031

Ingen av metoderna uppvisar snabb konvergens mot det exakta vérdet och mittpunktsformeln
genererar bast varden for de givna stegldangderna. En uppskattning av felet beroende av h

genom tabellvarden blir for mittpunktsformeln e,, ~0.063h** det vill saga felet &r hyfsat
linjart for ansatta stegldngder. Motsvarande uppskattning for trapetsapproximationen och
Simpsons formel kan skrivas e, ~ 0.46h** respektive e, ~ 0.12h"*.



Uppgift 6b: MATLABs inbyggda rutiner for numerisk integration skulle anvéndas.
Tillforlitligheten i ansatt tolerans skulle utredas.

Resultat: Funktionerna quad ( Simpson ) och quadl ( Lobatto ) anvdndes med olika
toleranser. Den skickade toleransen till quad anvéndes inte skarpt, den angivna toleransens
storleksordning anvandes dock korrekt, t ex gav en tolerans pa le-7 ett fel pa 5.3761e-7.
Lobatto funktionen quadl klarade dock varje toleranskrav skarpt.

Koden:

Upp6.m

syms X
f=sgrt(x)*log(x);

n=2;

h=1/n;

dx=0:h:1;

% R(F)

1=0;

for i=1:n

I=1+(dx(i+1)-dx (1)) *subs(F,x, (dx(i+1)+dx(1))/2);

end

R=abs(1+4/9)

% T(F)

I=(dx(2)-dx(1))/2*(subs(F,x,dx(2)));

for i=2:n
I=1+(dx(1+1)-dx (1)) /2*(subs(f,x,dx(i+1))+subs(f,x,dx(i)));

end

T=abs(1+4/9)

% S(F)
1=(dx(2)-dx(1))/6*(subs(f,x,dx(2))+4*subs (T, x, (dx(2)+dx(1))/2));
for i=2:n

I=1+(dx(i+1)-
dx(1))/6*(subs(F,x,dx(i+1))+subs(F,x,dx(i))+4*subs(F,x, (dx(i+1)+dx(i))/2));
end

S=abs(1+4/9)

Quad_Simpson=quad(@fx,0,1,1e-7)+4/9

Quad_Lobatto=quadl (@fx,0,1,1e-15)+4/9

fx.m

function val=Ffx(x)

ind = find(x>1e-100);

val = zeros(size(X));

val(ind) = sqrt(x{(ind)).*log(x(ind));



