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Strangar

Vigekvationen for en ideal striing

Betrakta en ideal strang som #r fast inspénd i bagge &ndar (se Fig. 1). Stringen utfor
transversella svéngningar, dvs utslaget 4r vinkelrétt mot stréingens lingdriktning. Att
stréingen &r ideal betyder bland annat att den saknar styvhet och dirmed inte kan ta
upp bdjpakénningar. En ideal stréng kan rullas ihop till en rulle med godtyckligt liten
radie vilket &r langt ifran fallet med verkliga stréngar. En ideal string dr vidare
homogen, dvs stringen har 6verallt samma tvérsnitt 4 och linjdra densitet p; [kg/m].
Spénnkraften i strdngen &r S. Vi antar ocksé att stréingen utfr sma svingningar kring
jamviktsléget sa att derivatan du/dx i varj epunkt &r liten. Vidare antas att ingen energi
bortférs frén sytemet varken i form av interna forluster i stréingen, via stéden eller
utstrélat ljud.
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Fig. 1. Ideal striing fast inspénd 1 bagge #ndar.
Den léngdéndring som uppstar da stringen sviinger kan tecknas
x o\
U
Al = J 1+(—) dx — (x;, —x,)
Xo Ox

Eftersom ou/0x antagits mycket liten blir A/ ~ 0 och féljdaktligen spinnkraften S i
stringen konstant, trots att strdngen svinger. Vi betraktar nu elementarlingden ds av
stringen, se Fig. 2.
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Fig. 2. Elementarlangden ds av den ideala striingen.
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Kraftekvationen

F=ma (2)

blir tillimpad pd denna del av stringen

Ssina, —Ssina, =p,ds%§%{ 3

Eftersom stréingen utfor sma svéngningar dr vinklarna &, och @, sma
ochsina kan ersittas med tan @ och stringelementets langd ds med dx

o’u

S(tana, —tana,) =,ot,dsat—2 C)
Lutningen i punkten x &r
tona, = ©)

ox
I punkten x + dx har lutningen #ndrat sig till
tane, =%+£(%)dx (6)

Ox Ox\0x

dér den andra termen 4r &ndringen i lutning
per lingdenhet multiplicerat med langden dx

Ekv. (4) ger nu

2*u o’u
S—-dx=p,dx— 7
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SR W 8
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Ekvation (8) &r végekvationen for en ideal string. Den har samma form som
vagekvationen for plana ljudvagor i luft. Konstanten ¢ &r vagens utbredningshastighet,
i detta fall den hastighet som en transversell stérning (“puls™) rér sig med lings
strangen

c= |— ®)
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Fortskridande vagor pé ideala striingar

Den allméinna l6sningen till vigekvationen 4r av formen

u(x,t) = fi(ct —x)+ f,(ct + x)

vilket latt kan prévas genom insittning
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En gemensam egenskap for alla funktioner av variabeln cf-x 4r att funktionen antar
samma virde for en dndring Ar av tiden som for en #ndring Ax =-cAt av
rumskoordinaten. Om vi vill betrakta en vag som utbreder sig 4t hoger langs positiva
x-axeln i Fig. 3 kan vi antingen stilla oss vid en viss position x; och vinta. Efter tiden
At passerar en viss punkt pa vagen, t ex toppen. Istillet f6r att vinta kunde vi direkt ha

tagit ett steg cAt at vinster och fétt sett samma punkt. Vagen utbreder sig alltsa at
hdger med den konstanta hastigheten ¢ utan att dndra form.

E cAt
@
e e
At ~ /
&2
’ Phe P

— =

X x

u A

Fig. 3. En vag fj(ct-x) utbreder sig lings stringen.

Verkliga stringar 4r inspénda i bigge &ndar vilket gor att funktionerna f; och £; inte
fér vara helt godtyckliga utan maste uppfylla vissa randvillkor. Fér en string med
langden L som #r fast inspind giller

u(0,t) =u(l,t) =0 (14)
Randvillkoret

u(0,1) = fi(ct-0) + fo(ct+0) = 0 (15)
betyder att

Solet+x) = -fi(ct-x) (16)
och u(x,?) blir

u(x,t) = fi(ct-x) - fi(ct+x) (17
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Ekvation (17) ska tolkas som en vag fi(ct-x) som ror sig i positiva x-axelns riktning
och en annan vag -fj(ct+x) med samma form men med omvint tecken (inverterad)
som r0r sig i motsatta riktningen, se Fig. 4(a).
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Fig. 4. Reflexion av en infallande vég i stringens infistningspunkt vid x = 0.

Antag att vigen -f;(ct+x) befinner sig vid en viss punkt x; pa stringen vid ¢ = 0.Vagen
Ji(ct-x) méste vid samma tidpunkt befinna sig i punkten —x;, dvs pé en fiktiv string
utanfor den verkliga stringens infistningspunkt (se Fig. 4 a). En observatér ser endast
vagen -fj(ct+x) som ror sig at vénster allt eftersom ¢ dkar. Den verkliga och fiktiva
vagen méts vid x =0 och superponeras pa varandra med resultatet att #(0,f) =0 for
alla ¢ (se Fig. 4 b,c). Den hogergdende vagen fi(ct-x) fortsitter in pa den verkliga
stringen och -f;(cf+x) forsvinner ut pa den fiktiva delen av stringen (se Fig. 4 c, d).
Observatéren finner att den ursprungliga viinstergdende végen har reflekterats i
inféstningspunkten och #r pa vig tillbaka &t hoger. Vagen har samma form som
tidigare men dr inverterad.

Ett annat siitt att beskriva reflexionsforloppet &r att séiga att nir den infallande vigen
tréiffar ett stod dér stréingen &r infiist s4 maste stodet utveckla en kraft pa stringen som
motverkar den infallande vagen sa att utslaget i infiistningspunkten alltid #r noll. Nir
stodet utvecklar denna motverkande kraft genererar det den reflekterade vagen.

I motsatta dnden av strdngen ger randvilkoret u(L,f) =0 p4 motsvarande sitt upphov
till en reflexion av vagen. En vag som startar &t héger vid x = 0 nér efter tiden ¢ = L/c
den bortre infastningspunkten, reflekteras och viénder tillbaka inverterad at viinster
och reflekteras &terigen vid x = 0 efter tiden = 2L/c. Dér inverteras den igen och blir
nu rittvind. Végrorelsen pé en ideal string som é&r fast inspdnd blir ddrfor periodisk
med periodtiden T'= 2L/c oberoende av vagens form och hur den startats.
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Staende vigor

Végorna som reflekteras fram och éter pa stringen kan ses som en serie av station#ira
amplitudenvelopper med individuella frekvenser (“stdende vagor”) pa stringen. En
16sning till vagekvationen enligt detta synsitt bygger pa en sé kallad separationsansats

u(x,0) =y ¥, (x)q, )

ddr ¥, (x) beskriver de fixa amplitudférdelningarna langs stringen (oberoende av )
och g,(¢#) tidsforloppen (oberoende av x). Genom att derivera ansatsen och sétta in i
végekvationen fas for en fast inspind striing med lingden L

- . NI :
u(x,t) = Zsme (4, cosw,t + B, sinw, )
n=1

dar

®,=27f, = ”’;C n=12,3...

f, = n=12,3...

Genom att sétta in uttrycket f6r vagens utbredningshastighet ¢ far vi

7 o S _n |do _n |o
" 2L\ p, 2L\ d4p 2L\p

2
A= E—I dr tvirsnittsarean for en string med diametern d

o= % dr dragpakinningen [N / m*]
p dr stringmaterialets densitet [kg / m’]

Frekvenserna f, kallas stringens egenfrekvenser, eller nigot oegentligt resonans-
frekvenser. Om stringen far svénga fritt, dvs utan paverkan av nigon yttre drivande
kraft, &r stringen hénvisad till att svinga med just dessa egenfrekvenser.

I spektrum for det utstrdlade ljudet fran stringen bendmns komponenten med den
lagsta frekvensen ofta grundron (grundtonsfrekvensen f;), och de 6vriga dvertoner.
Alternativt bendmns alla egenfrekvenserna for delfoner och grundtonen blir da
delton 1. Ibland &r det &r praktiskt att ge grundtonsfrekvensen for en ideal string
bendmningen f; ° for att sérskilja den frén en verklig strings grundtonsfrekvens
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Det dr virt att lagga mirke till att stringens diameter inte #r en grundliggande
parameter for att péverka grundtonsfrekvensen och &vriga egenfrekvenser. Om
diametern Okas blir strangen visserligen tyngre (p; 6kar) men det kan kompenseras
med en hogre dragspanning for att bibehélla en viss f;°. Den tkade dragspénningen
kan dock leda till att ¢ Gverskrider brottgréinsen och att striingen gar av. Darfor &r det
forhéllandet o/p; som dr den priméra designparametern for grundtonsfrekvensen vid
homogena (ospunna) stringar. Andra faktorer, frimst styvheten och karaktiristiska
impedansen, sitter villkor for diametern.

For en fast inspénd, ideal stréng blir egenfrekvenserna heltalsmultiplar och deltonerna
kallas d& harmoniska. Detta dr ett mycket sillsynt. Forutom den ideala stringen si 4r
det endast r6r med konstant (eller koniskt varierande) tvarsnitt som ger harmoniska
egenfrekvenser. Strdngen och rdret utgdr grundelementen i alla traditionella
musikinstrument som alstrar toner med en tydlig tonhajd.

Svéngningarnas fixa amplitudfordelningar lings stringen ¥, (x) kallas
egensvingningsformer eller stiendevidgmonster. For den ideala stringen blir de utsnitt
ur en sinusfunktion (multiplar av halva vaglangder), se Fig. 5.

¥ (x)=+4, +B} sin%x
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Fig. 5. De fyra lagsta egensvingningsformema for en ideal string som #r fast insp4nd.

Avsténdet mellan tvd noder eller tva bukar i alla egensvingningarma #r en halv
véaglangd. Om en av egenfrekvenserna f, 4r kidnd gér det didrigenom att bestimma
utbredningshastigheten ¢ = f'4, och ddrmed 4ven spénnkraften S.
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Det inbordes forhallandet mellan egensvingningarnas amplituder bestims av hur
svédngningen startats. Med kannedom om stringens begynnelsevirden u(x,0) och
/x(x,0) kan koefficienterna 4, och B, bestimmas.

Det &r bara for ideala stréngar och ror som egensvingningsformerna blir delar av
sinusfunktioner. For ett rér som 4r ppet i bigge dndar motsvarar egensvingnings-
formerna 1 Fig. 5 tryckfordelningar. Fér andra system som stavar och membran blir
¥, (x) mer avancerade funktioner (sinh, Bessel).

Styva stringar

Verkliga stringar avviker frén det ideala fallet pa flera punkter. Tv4 viktiga skillnader
dr stringens styvhet och inspénningen vid dndarna (stdden). Verkliga stringar ir inte
idealt bojliga utan motsitter sig deformationen nér en vag passerar pa stringen genom
att alstra bojpékénningar (interna skjuvkrafter). Striingen ségs ha en viss bojstyvhet,
styv string (eng. “stiff string™).

[ den ideala stringen kommer den aterférande kraften nir striingen avligsnat sig ur
jamviktsldget enbart fran en komposant av spannkraften S. 1 verkliga stréingar bidrar
bojstyvheten med en aterforande kraft och stréingen kommer att aterta jimviktsliget
snabbare, periodtiden kortas och egenfrekvenserna blir hégre 4n for den ideala
stringen. Bidraget frin bdjstyvheten blir storre ju tvdrare stringen bojs. Det betyder
att frekvenshdjningen blir storre for de higre egensvingningarna som har kortare
vaglingd pad strdngen. En styv string fir ddrmed inte harmoniska &vertoner.
Fenomenet kallas inharmonicitet och syns i spektrum som en strickning” av

deltonsmonstret, de hogre deltonerna hamnar pé successivt allt lingre frekvensavstand
(se Fig. 6).

Ur vagutbredningssynpunkt yttrar sig stringens styvhet som dispersion, dvs
utbredningshastigheten ¢ &4r inte konstant utan okar med frekvensen. Eftersom
stringlangden &r fix kommer de hogre egenfrekvenserna att skiftas uppat pa grund av
att rundturstiden pé strangen - vilken bestimmer egensvingningens periodtid - kortas
nagot.
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Fig. 6. Jimforelse mellan harmoniskt (streckat) och inharmoniskt spektrum (heldragen).
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Hur stor hdjningen blir beror inte bara pé strdngens egenskaper utan till viss del dven
pé infdstningen, fast inspanning ("clamped”) eller ledad ("pinned”).

Vid stéden (x = 0 och L) giller randvillkoren

(u(x,t) =0

jou _,

L Ox

(u(x,6)=0 v
ledad 2

En god approximation av egenfrekvenserna f, for en styv stréing som giller for bade
for fast och ledad inspénning &r

fo =" N1+ 0B ~ nf,"(1+ 102 B) = nf° (1 +n*J)

Relaterat till den verkliga strangens (redan striickta) grundtonsfrekvens £, blir

f, =nfi(1+ (7" =1)J)

_nd'E _ nd’E
64SI* 160 I*

B=2.7

B, J inharmonicitetskoefficienter

f1°  grundtonsfrekvensen for en ideal string
d strangdiameter

E elasticitetsmodul

S dragkraft

L stranglingd

o dragpakéinning

Inharmonicitetskoefficienten B bestdms av strdngens dimensioner och material.
B okar med grovre strangdiameter d och styvare material E, men kan & andra sidan
héllas nere genom att gora strangen lang L, och och hart spind o. En viss grad av
inharmonicitet dr Onskvird i pianostringar (“pianotrdd”). Ett typiskt virde ar
J=200"10" j mellanregistret. For strakinstrument 4 andra sidan 4r redan en liten
inharmonicitet katastrofal for spelegenskaperna.

Man kan notera att om ett stringinstrument tillats sjunka i stdimning (S sjunker och

ddrmed dven o) sd blir instrumentet inte bara ostimt utan #ver mer inharmoniskt
(’sommarstugepiano™).



