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1 Tillampade numeriska metoder

1.1 Inledning

Numeriska berdkningar kommer in i alla tekniska tillimpningar och det géller
att angripa problemen effektivt och med tillforlitliga metoder. De numeriska
basmetoderna har presenterats i grundkursen i numeriska metoder. I en fort-
sattningskurs dr det naturligt att infora flera numeriska verktyg for att fa
mojlighet till numerisk behandling av lite mer avancerade ingenjorsmassiga
tillampningsproblem.

Avsikten med detta kompendium &r att nddtorftigt ticka en fyrapodngs
fortsdttningskurs i numeriska metoder. For nagra kursavsnitt hénvisas till
Gerd Eriksson, Numeriska algoritmer med Matlab (NAM).

Vissa moment sasom linjéar och ickelinjir modellanpassning innebéar nyt-
tig repetition av grundkursstoffet. Det kan i viss man ocksé gélla avsnittet
om formgivning av kurvor och rymdytor med hjalp av parametriska kurvor
(splines och bézierkurvor).

Numerisk linjar algebra &r ett viktigt moment. Hit hor goda algoritmer
for 16sning av stora glesa ekvationssystem och algoritmer for egenvéarden till
matriser, liksom QR-faktorisering och singularvéirdesfaktorisering. Den sist-
ndmnda matrisfaktoriseringen &r ett anvindbart numeriskt redskap vid bland
annat datortomografi, bildkomprimering och berédkning av robotrorelser.

Numerisk behandling av ordinéra differentialekvationer (ODE) &r centralt
i kursen; allt fran begynnelsevirdesproblem med explicita och implicita steg-
metoder till randvardes- och egenvirdesproblem med finitadifferensmetoder
och ansatsmetoder. Déarefter ar steget inte langt till de partiella differential-
ekvationerna (PDE) som omfattar potentialproblem, vagutbredningsproblem
och varmeledningsproblem.

Frekvensanalys av samplade periodiska data med diskret fouriertransform
(DFT) behandlas och orientering om snabb fouriertransform (FFT) ges.

Kompletterande kursbok — nédvéndig for vissa avsnitt — &r Cleve B Moler,
Numerical Computing with Matlab (2004).

En bok som férdjupar teorin dar kompendiet ar ytligt &r Michael T Heath,
Scientific Computing — An Introductory Survey (2002).

Pa 2D1220-kursens hemsida
http://www.nada.kth.se/kurser/kth/2D1220/

finns information om kursen och ytterligare forslag pa fordjupnings- och

referenslitteratur.



1.2 Linjara och ickelinjira ekvationssystem

Linjdra ekvationssystem Ax = b behandlas i NAM avsnitt 1.4 — 1.8. Gauss-
elimination och dess effektivitet for 10sning av system med olika slag av
systemmatriser studeras déar. Iterativa metoder for system med diagonaltung
matris behandlas i NAM avsnitt 6.7.

Néagra metoder for 16sning av ickelinjéara ekvationssystem beskrivs i NAM
avsnitt 6.8 —6.9; allra viktigast &r Newtons metod. Frascha upp kunskaperna
genom att studera dessa avsnitt.

1.3 Hermiteinterpolation, kubiska splines och fusksplines

Givet ett antal punkter (z;,v;), i = 1,2,...,n, s6k en mjukt interpoleran-
de kurva genom punkterna. Enklaste sittet att astadkomma en kontinuerlig
kurva &r att utfora styckvis interpolation med forstagradspolynom, men det
ger en kantig kurva med diskontinuitet i derivatan vid varje interpolations-
punkt.

Styckvis interpolation med tredjegradspolynom ger mycket mjukare kurv-
kontur. Med hjélp av hermiteinterpolation kan vi ldgga kurvor sasom fusk-
splines eller dkta kubiska splines genom punkterna. Studera detta i NAM
avsnitt 3.3.

Liggande kontur av styckvisa
T T

Figurens bowlingkéglor erhalls genom att konturen som skapats av styckvi-
sa tredjegradspolynom (med hermiteinterpolation) roteras kring x-axeln. I
MATLAB &r det sedan latt att resa dem upp (byta z och z), och rita tio
stycken utplacerade i en triangel.

Interpolerande rymdytor Gver ett givet gitter av x- och y-virden kan man
skapa med hjilp av bikubisk interpolation, se NAM avsnitt 3.7.



1.4 Parametriska kurvor — bézierkurvor och B-splines

Kapitel 4 i NAM &dgnas at bézierkurvor, en latthanterlig klass av parametris-
ka polynom med trevliga geometriska egenskaper. Kvadratiska och kubiska
bézierkurvor har stor anvindning vid geometrisk modellering.

Den heldragna kurvan i vénstra bilden &r skapad av fyra kubiska bézierkurvor
mellan fem givna punkter (med givna kurvlutningar). Den undre kurvan
ar speglingen i z-axeln. Nar kurvan roteras kring z-axeln far vi den hogra
skapelsen.

I NAM avsnitt 4.4 gar man vidare fran interpolerande styckvisa bézier-
kurvor till ickeinterpolerande B-splines, som har andraderivatakontinuitet
overallt. Studera avsnittet for att fa en orientering om B-splines.

2 Optimering

2.1 Maximering/minimering i envariabelfallet

Om funktionen F'(x) som vi sdker maximum eller minimum for &r deriverbar
tva ganger, far vi z-virdet for extrempunkten genom att 16sa ekvationen
F’(x) = 0 med Newton-Raphsons metod med lampligt val av startgissning.

For en funktion som dr unimodal i intervallet a <x <b men som &r omaoj-
lig (eller nést intill omdjlig) att derivera finns den derivatafria algoritmen
gyllenesnittetsokning for berdkning av maximum eller minimum. Metoden
beskrivs i NAM avsnitt 7.1. Algoritmen for minimering av F'(z) lyder:

e Bilda gyllenesnittetstorheten 7, = (v/5 —1)/2 samt ¢, =1—r,

e Utga fran ett intervall a <z <b dér F(z) &r unimodal



e Bilda z1 = a+gqy(b—a), F1 = F(x1), 2 = a+ry(b—a), F5 = F(x2)

e (*) Om Fy < Fy utfors foljande:
b=y, xo =1, Fo = Fi, v1 =a+qy(b—a), F1 = F(x1)
annars utfors:
a=2x1, 1 = T2, Fy = FQ, To = a+7“g (b—a), Fy = F(xQ)

e Upprepa fran (*) tills intervallet [a, b] ligger inom tillaten felgréns.

I varje iteration i gyllenesnittetsokningen krymper intervallet med faktorn
rg som enligt ovan &r (v/5 — 1) = 0.618.

For att kunna anvianda algoritmen for maximering i stéllet behovs en
liten men vésentlig &ndring: byt villkoret F} < Fy mot Fy > F5.

2.2 Maximering/minimering i flervariabelfallet

Vid maximering eller minimering av flervariabelfunktionen Q(z1,x2, ..., Zy)
maste foljande samband gélla vid extrempunkten:

0Q/9z1 =0, dQ/dxs =0, ..., dQ/x, =0,

det vill sdga gradienten V(@ maste vara lika med noll vid den sokta punkten.
Valet av 16sningsalgoritm beror pa hur pass enkelt eller omgjligt det ar att
fa fram andraderivatorna till funktionen Q.

2.2.1 Newtons metod pa gradientekvationen

De partiella derivatorna 0Q/dz;, i = 1, ..., n, satta till noll utgor tillsammans
ett ickelinjart ekvationssystem VQ(x1,xo,...,x,) = 0. For att 1osa ett sa-
dant system kan man tillampa Newtons metod, men det kréaver att jacobian-
matrisen J kan stéllas upp. Matriselementen utgérs av andraderivatorna,
Jix = 0%Q/0x;0x), (denna matris kallas dven hessianmatris).

Om andraderivatorna existerar
och &r enkla att berdkna &ar
Newtons metod ypperlig for op-

timeringsproblemet. AN
I NAM avsnitt 7.2 studeras /”"0;’0:0:0
Q) = (r+smpe = | R

och maxpunkten bestdms med
Newtons metod. Studera detta!




2.2.2 Steepestdescentmetoden

Steepestdescentmetoden fér minimering foreslogs av matematikern A.Cauchy
redan 1845. Algoritmen kan generaliseras och tillimpas p& optimeringspro-
blem i manga variabler, men det dr for funktioner i tva variabler som vi kan
fa en god forestéllning om hur den arbetar.

Betrakta grafen 6ver funktionen @Q(z,y) som ett landskap med kullar och
dalar. Langst ner i varje dal har funktionen ett lokalt minimum. Om vi inte
redan befinner oss i ett minimum men vill hamna dér, ska vi naturligtvis
vilja en nedatgaende stig.

Nér man befinner sig i punkten (zg, yo) anger gradientvektorn VQ(zo, yo)
den riktning som har brantast lutning. Det géller alltsd att g& i negativa
gradientriktningen for att fa storsta mojliga nedforsbacke ("steepest descent”)
lokalt sett. I den algoritm som kallas for steepestdescentmetoden traskar man
pa i oférdndrad riktning, —VQ(xo,yo), sa linge det béar nedat. I detta lige,
(z1,v1), har vi natt minimum ldngs denna bana.

Nu ar det dags att gora en ny gradientberdkning VQ(x1,y;) och traska
vidare i negativ gradientriktning tills det inte sluttar nedat ldngre. Detta
upprepas tills gradientvektornormen &r tillrackligt néra noll.

a5 — —t—— \N

Bilden visar en uppséttning nivakurvor for det skalformade landskapet
Q(z,y) = (£ —1)24+9(y —2)2+ 1. Lings varje nivakurva giller att Q(z,y) ar
konstant; vi far en kartbild 6ver omradet. Tva trappstegsformade steepest-
descentpromenader &r inritade, den vinstra startar i x = —0.7, y = 1.8, och
den hogra har startpunkten x = 3.4, y = 1.1.

(De streckade linjerna dr 16sning med Newtons metod, mer om detta senare.)



I varje steg i steepestdescentmetoden géller det att finna minimum lings
en sOkriktning. Det ar ett endimensionellt minimimeringsproblem som be-
namns linjesokning. Fran punkten py = (zp,yx) 1 iterationssteg k ska vi
forflytta oss i riktningen g = —VQ(zk, yr) ldngs en linje som i vektorform
lyder py, + sgr. Om komponenterna i gy betecknas med g, och g, kan vi
skriva linjen i parameterform: z(s) = x, + sg, och y(s) = yi + s gy, dér
s alltsa adr den enda storheten som tillats variera, och det géller att s > 0.
(Varfor det?)

Linjesokningen bestar alltsa i att finna minimum av envariabelfunktionen
F(s) = Q(xr + 59z, Y + 5gy) 1 ett intervall 0 < s < Sppqq-

Om F(s) &r svar eller kanske omdjlig att derivera analytiskt dr gyllene-
snittetsokning lamplig for linjesokningen. Om déremot F'(s) &ar latt att de-
rivera, sa berdknar vi s-virdet och tillhérande minimum genom att 16sa
ekvationen F'(s) = 0.

Exempel: I minimeringsproblemet for Q(z,y) = (z — 1) + 9(y — 2)2 + 1
bestams F'(s) i iterationssteg k av uttrycket

F(s)=(zr+59s— 1) +9(ye + 59y — 2)* + 1,

dir g, = —2(wx — 1) och g, = —18(yx — 2) (negativa gradientvektorns
komponenter). Derivering ger F'(s) = 2(z5+5 gz — 1) gz +18(yi+5 gy —2) gy,
som ar ett forstagradspolynom i s. Derivatan blir noll da

(2, — 1)gs + Yyr — 2)gy
g2 + 992

S = S = —

Nér linjesokningens sg-virde har berdknats erhélls nasta punkt i steepest-
descentmetoden av prp+1 = Pk + Sk k-

Matlabkoden for figurens steepestdescentpromenad fran x = 3.4, y = 1.1
till minimipunkten (z = 1, y = 2) blir:

x=3.4; y=1.1;
g=-[2%(x-1) 18*(y-2)]’; gnorm=norm(g); steg=0;
while gnorm>0.0001 & steg<40
s=-((x-1)*g (1) +9* (y-2)*g(2)) /(g (1) ~2+9%g(2) ~2)
x=x+s*g(1); y=y+s*g(2);
g=-[2%(x-1) 18*(y-2)]’; gnorm=norm(g); steg=steg+l;
end
minpunkt=[x y], minvarde=(x-1)"2+9%(y-2)~2+1, antalsteg=steg

Om vi inte formar att derivera F'(s) far vi i varje steepestdescentsteg ta till
den derivatafria gyllenesnittetsokningsalgoritmen foér att finna det s-virde



som minimerar F'(s). S6kningen behover inte goras noggrant; det racker med
ett ungefarligt minvirde vid varje linjesokning. I nésta iteration traskar man
anda i nerférsbacke — nérmare den sokta minpunkten.

Att vélja startintervall for gyllenesnittetminimeringen kan vara knepigt.
Det ska ju vara sddant att F'(s) dr unimodal i intervallet. (Ta hellre ett for
litet &n for stort startintervall. Motivera dettal)
function minex1

% Steepestdescentmetoden med gyllenesnittetsdkning
rg=(sqrt(5)-1)/2; qg=1-rg;

x=3.4; y=1.1;

steg=0;

g=-fgradex(x,y); gnorm=norm(g)

s_max=input (’Linjesdkningsintervall: ’); % lagom hér &r 0.4
disp(’ s gnorm ’)

while gnorm>0.0001 & steg<100
a=0; b=s_max;
sl=a+qg*(b-a); F1=fQ(x+sl*g(1),y+sixg(2));
s2=a+rg*(b-a); F2=fQ(x+s2*g(1),y+s2*g(2));
while b-a>0.001
if F1<F2
b=s2; s2=s1; F2=F1; sl=at+qg*(b-a); F1=fQ(x+sl*xg(1l),y+sl*xg(2));
else a=sl; sl=s2; F1=F2; s2=atrg*(b-a); F2=fQ(x+s2*g(1),y+s2xg(2));
end
end
s=s1;
x=x+s*g(1); y=y+s*g(2);
steg=steg+l;
=-fgradex(x,y); gnorm=norm(g);
disp([s gnorm])
end
minpunkt=[x y]
minvarde=£Q(x,y)
antalsteg=steg

function Q=£Q(x,y)
Q=(x-1)"2+9% (y-2) ~2+1;

function gradQ=fgradex(x,y)
gradQ=[2x(x-1) 18x(y-2)]1’;
Steepestdescentmetoden &r en sidker metod fér minimering, men den kraver
ofta ett ansenligt antal iterationssteg innan malet dr natt.

Newtons metod pa gradientekvationen VQ(x1,x2,...,x,) = 0. ger, nér
den ar tillampbar, betydligt snabbare konvergens. I bilden pa sidan 5 visar



de streckade rdta linjerna hur bra Newtons metod fungerar vid minimering
av skilfunktionen Q(z,y) = (v — 1)2 + 9(y — 2)? + 1. Den tycks ga raka
sparet fran startpunkten till malet i minpunkten.

Vid minimering av kvadratiska uttryck som i detta fall krévs bara en
iteration med Newtons metod pa gradientekvationen.

Ovning: Visa detta for skalfunktionen Q(z,y).

2.2.3 Konjugeradegradientmetoden och BFGS-metoden

Alla minimeringsmetoder bygger pa iterationsprincipen pgi1 = px + sdg,
vilket innebér att man fran punkten pg, véljer en sokriktning dy och forflyttar
sig i den riktningen fram till ett minimum vid ett visst s-viarde. Darifran
upprepas forfarandet.

I steepestdescentmetoden ar sokriktningen i varje steg lika med negativa
gradientriktningen, alltsa dx = g = —VQ(pk). Det leder till en fungerande
metod, tyvarr inte idealisk eftersom den iterativa losningen i de flesta fall
sicksackar sig langsamt fram mot malet i minpunkten. En liten modifiering
av sokriktningen kan férhoppningsvis snabba upp konvergensen.

Konjugeradegradientmetoden &r namnet pa en sddan metod. Den ater-
kommer i nésta kapitel som en betydelsefull metod for effektiv 16sning av
stora ekvationssystem, och déar far namnet ocksa sin forklaring. For allmén-
na minimeringsproblem har konjugeradegradientmetoden féljande algoritm
(hérledd av Fletcher och Reeves, 1964).

Utga fran en startgissning pg, berdkna gradientvektorn och inled algo-
ritmen med ett steepestdescentsteg: dog = go = —VQ(po), P1=DPo+ sdo
med s-virdet erhallet genom gyllenesnittetsékning.

I varje iterationssteg i fortsdttningen bestdams sokriktningen di som en
listig kombination av negativa gradientriktningen g och féregaende sokrikt-
ning dg_q enligt

[

di =gk + Ordg—1 med S = T
-1ll2

Nasta punkt berdknas med pgi1 = px + sdg, som vanligt med s-vérdet er-
hallet via gyllenesnittetsokning. Konjugeradegradientmetoden snabbar upp
konvergensen avsevért, ofta krévs inte mer &n tio iterationer dar steepest-
descentmetoden behover mer &n tjugofem.

BFGS-metoden dr en annan fiffig algoritm for att astadkomma béttre
sokriktning och fa snabb konvergens. Den utnyttjar i varje iteration en app-
roximativ hessianmatris Bj och paminner darfér om Newtons metod pa



gradientekvationen VQ(p) = 0 (avsnitt 2.2.1). BFGS-metoden hiarstammar
fran 1970 d& den utvecklades av Broyden, Fletcher, Goldfarb och Shanno
(oberoende av varandra pastas det).

Algoritmen startar pa samma sidtt som konjugeradegradientmetoden,
alltsd med ett steepestdescentsteg. Man infor ocksad matrisen By lika med
enhetsmatrisen. I varje steg darefter, alltsa for £ =1, 2,..., utfors foljande:

yy" Bk
dek—l gg_ldk—l

gr=—-VQ(/Pr), Yy=8—8k-1, Bp=Bp_1—

Sokriktningen dj erhalls som 16sningen till ekvationssystemet Bpdi = gp.

Med kénd sokriktning gar man sedan tillviga som i steepestdescentmeto-
den och konjugeradegradientmetoden — gyllenesnittetsokning hjalper till att
finna s-vardet i den numeriska berdkningen av nésta punkt pyy1 = pr+sdy.

Flera liknande minimeringsalgoritmer utvecklades omkring 1970, men
den som varit mest lyckosam &r BFGS-metoden. Algoritmen &r latt att
programmera och metoden &r effektiv. I praktiska experiment visar det sig
att den ofta klarar sig med hélften s& manga iterationer som konjugerade-
gradientmetoden.

Det kan tillaggas att det finns en algoritm for inversen till B som kan
tillampas om man vill slippa 16sa ekvationssystemet Bid; = gi. Borja med
Co =1, och fortsatt i varje steg med

yd{_l

dk—ldg—1
yldg_’

_ T
Cr = WIC W — e

W=I-

Sokriktningen dj erhalls nu ur di = Cpgp.

Studera Heath avsnitt 6.1, 6.2.2, 6.4, 6.5.




3 Algoritmer for l6sning av glesa linjara system

En gles matris karakteriseras av att en mycket stor andel av matriselemen-
ten utgdrs av nollor. Enhetsmatrisen och diagonalmatrisen &r de enklaste
exemplen.

3.1 Bandmatriser, speciellt tridiagonala systemmatriser

Bandmatriser ar den typ av glesa matriser dér alla ickenollelement finns kon-
centrerade i ett band kring huvuddiagonalen. Den tridiagonala matrisen &r
den vanligaste typen. Vid stora tridiagonala system &r det mycket ineffektivt
att lagra hela matrisen. Endast tre vektorer beh6vs — diagonalen, superdia-
gonalen och subdiagonalen, det innebir ett lagringsutrymme pa 3N element
i stilllet for N2.

En effektiv metod for 16sning av tridiagonala system &r algoritmen tridia
som finns bland kursens MATLAB-filer.! Studera algoritmen i NAM avsnitt
1.6.

Matriser med bandbredden fem (diagonalen samt tva super- och tva sub-
diagonaler) kommer vi att stéta pa i kursavsnittet om randvirdesproblem
vid differentialekvationer. I MATLAB finns effektiva sparse-matrisalgoritmer
for alla typer av glesa matriser. Den speciella kompakta sparse-hanteringen
av bandmatriser kan ses som en generalisering av kursens tridia-algoritm,
men detta aterkommer vi till senare.

3.2 Nastan tridiagonalt, Sherman-Morrisons algoritm

Vid differensmetoder for 16sning av problem med periodiska férlopp uppkom-
mer ekvationssystem Ax = b, dir matrisen har foljande struktur:

* % 0 0O -+ 0 =
* % * 0 e 0 %
0 = * * e 0 % T

o (o
Do ) ) oo eller pa blockform: < a’ )
o 0 --- * * * ok
o 0 --- 0 * ok ok

NxN-matrisen bestar alltsa av en tridiagonal (N—1) x (N—1)-matris T, kom-
pletterad till hoger med en kolumnvektor ¢ och nedanfér med en radvektor
d”. I nedre hogra hornet finns en skaldr storhet a.

'Kopiera filen tridia.m fran kurskatalogen.
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Vi vill gdrna kunna anvinda den effektiva tridia-16saren, men den gar ju
enbart att utnyttja pa ekvationssystem Ax = b med en akta tridiagonal
systemmatris. Sherman-Morrisons forfarande utnyttjar att den ursprungliga
néstantridiagonala matrisen kan delas upp i de fyra storheterna i det hogra
uttrycket. Aven hogerledsvektorn behover spjilkas upp — lat oss anvinda
beteckningen f for de forsta N —1 komponenterna i vektorn b. Den okénda
16sningsvektorn skrivs som en (N —1)-vektor x och en separat okdnd kom-
ponent xp.

T ¢ X - f . Tx +axyc =1
dT « TN - bN dTX—i-LI?NCY :bN
Den 6vre ekvationen kan skrivas om som

x=T f—ayT'¢e = x=u-—zyv

déar u erhalls med tridia som l6sning till Tu = f och v som l6sning till
T v = c. Sétt in uttrycket for x i ekvationen d”x + zya = by, 16s ut zy:

dT(u—xNv)—i—:UNoz =by = :EN(a—dTV) =bhy—diu = zy=

Nu &r allting kint! Genom att zny har berdknats, ar ockséa de forsta NV —1
16sningskomponenterna kidnda: x =u — zyv . Tva anrop av tridia plus
nagra enkla operationer ar allt som har behdvts. Se exemplet i avsnitt 3.4.

Studera Heath avsnitt 2.4.9, 2.5, 2.7.

3.3 Konjugeradegradientmetoden pa linjara system

Som alternativ till gausselimination for stora glesa och vélkonditionerade
ekvationssystem Ax = b kan konjugeradegradientmetoden (CG) anvéindas.
Det &r en iterativ metod som fungerar bést om systemmatrisen ar symmet-
risk och positivt definit, dvs alla egenvirden positiva. Metoden (se avsnitt
2.2.3) bygger pa att problemet kan betraktas som ett minimeringsproblem:

1
Minimera F(x) = ixTAx —x'b (1)

Losningen till ett minimeringsproblem maste uppfylla att gradienten &r noll,
det vill siga VF(x) = 0. Gradienten till funktionen F'(x) kan skrivas

VF(x) = %(A +ADx—b

11



Ovning: Hirled uttrycket for gradienten genom derivering av dubbla summauttryck.

For en symmetrisk matris da AT = A, blir gradientuttrycket helt enkelt
VF(x) = Ax — b. En iterativ konvergerande gradientmetod fér minime-
ringsproblemet leder darfor samtidigt fram till 16sningen till Ax — b = 0.
Enklaste gradientmetoden &r steepestdescentmetoden som i varje itera-
tionssteg ger uppmaningen: Gd ¢ negativa gradientriktningen ett litet stycke
— sa ldnge som det &r nedférsbacke. Gradienten d&r Ax — b; och negativa
gradienten ar alltsd b — Ax, det som vi brukar kalla residualvektorn r.

Ett steepestdescentsteg lyder xx11 = X +axry med ai = ||rk||2/(rfArk).

Ovning: Hirled uttrycket for aj genom att finna minimum av (1) lings sokrikt-
ningen. Det géller alltsa att via derivering med avseende pa « finna det a-virde
som minimerar F'(xj + arg).

Steepestdescentmetoden &ar simpel och kraver ofta ett stort antal iterationer,
sa vi Onskar oss en béttre algoritm. Om man ruckar lite pa soékriktningen,
alltsé rg, och i stéllet véljer en sokriktning d; som en listigt vald linjérkombi-
nation av residualvektorn rj och det férra iterationsstegets sokriktning dz_1,
erhaller vi den betydligt effektivare konjugeradegradientmetoden.? Formeln
for d; blir

2
ry
dp =rp + Bgdg—1 med Gy = HiHQ
[hy|
Uttrycket for x4 blir dérefter
Xpr1 = X + apdy, med ai = M
dedk

Uttrycken for ay och §; har hérletts sa att metoden ger snabbast mojliga
minimering langs sd kallade konjugerade riktningar. Definitionsmaéssigt &r
vektorerna u och v konjugerade om u” Av = 0. Tillimpat pa successiva
sokriktningar uppfylls darfor d{Adk_l = 0.

Metoden ar till sin fordel vid l6sandet av stora glesa och vélkonditionera-
de ekvationssystem. Vid 16sning av elliptiska problem vid partiella differen-
tialekvationer med finitadifferensmetoder (FDM) eller finitaelementmetoder
(FEM) uppkommer ekvationssystem med just de hér egenskaperna. Det kan
d& rora sig om 3D-potentialproblem med tusentals obekanta. Har ar konju-
geradegradientmetoden ett viktigt numeriskt verktyg.

I MATLAB kan konjugeradegradientmetoden for ett system Ax = b med
symmetrisk positivt definit n x n-matris beskrivas med nagra fa rader.

2For fullstindig hérledning, se Heath avsnitt 11.5.5.
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function [x,iter]=fcgsolve(A,b,reltol)
n=length(b); x=zeros(n,1); r=b; rtr=r’*r;
d=zeros(n,1); iter=0; relkoll=1;
beta=0;
while relkoll>reltol
d=r+beta*d; Ad=Axd;
alfa=rtr/(d’*Ad);
dx=alfax*d; x=x+dx; iter=iter+1;
relkoll=norm(dx,inf)/norm(x,inf);
r=r-alfaxAd; rtrold=rtr; zrtr=r’*r;
beta=rtr/rtrold;
end

Studera Heath avsnitt 11.5.5.

3.4 Exempel: system med nastan tridiagonal matris

Storre tillampningar av metoderna for glesa ekvationssystem kommer vi till
senare i kursen. Ett exempel som anknyter till splines far illustrera anvand-
ningen av metoderna for glesa system. Vid berdkning av kubiska splines for
interpolation bestdms splinekurvans lutningar i interpolationspunkterna av
ett ekvationssystem med tridiagonal matris.? Forsta och sista raden i syste-
met dr beroende av villkoren for lutningarna i intervallets &ndpunkter.

I det periodiska fallet kommer matrisen att féorutom sin tridiagonala
struktur fa ett nollskilt element Gverst till hoger och nederst till vanster.
Om interpolationspunkterna ar ekvidistanta far matrisen det utseende som
vi nu ska betrakta ndrmare: De nollskilda elementen i exemplets n X n-matris
utgors av fyror i alla diagonalelement, ettor i super- och subdiagonalen samt
en etta i vardera 6vre hogra och nedre vianstra hornet.

4 1 0 0 ce 1 Tl bl
1 4 1 0 ce 0 T2 bg
01 4 1 0 3 bg
o0 --- 1 1 Tp—1 br—1
10 -+ 0 1 4 Tn b,

Lat oss studera tre metoder for 16sning av ett sddant néstan tridiagonalt
system. Eftersom det &r effektiviteten hos algoritmerna som &r av intresse
och inte 16sningen i sig, sa kan vi ha en godtycklig hégerledsvektor.

3Se NAM avsnitt 3.3.2.
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Forst anvinds vanlig gausselimination som ju inte &ar sarskilt effektiv pa
ett stort glest system. Darefter provas Sherman-Morrisons algoritm och till
slut konjugeradegradientmetoden.

I Sherman-Morrisons blockuppdelning av matrisen kommer bade vektorn
c och vektorn d att besta av nollor utom foérsta och sista elementet som &r
en etta. T ar tridiagonal och det ensamma elementet nere i hogra hérnet har
vérdet fyra. Studera algoritmen i MATLAB-koden!

% Tre metoder, férst A\b, sedan Sherman-Morrison och sist CG-metoden
n=250;
for nr=1:4 % studera fallen n=250, 500, 1000, 2000
tic, sup=ones(n-1,1);
A=4xeye(n)+diag(sup,1)+diag(sup,-1); A(1,n)=1; A(n,1)=1;
b=(1:n)’;
xgauss=A\b; fulltid(nr)=toc;

% Sherman-Morrison med tridia
tic
dia=4*ones(n-1,1); sup=ones(n-2,1);
alfa=4; c=[1; zeros(n-3,1); 1]; d=c;
f=b(1:n-1); bn=b(n);
u=tridia(dia,sup,sup,f);
v=tridia(dia,sup,sup,c);
xn=(bn-d’*u)/(alfa-d’*v); xsh=[u-xn*v; xn];
smtid(nr)=toc;

% Konjugeradegradientmetoden
tic
[xcg,iter]=fcgsolve(A,b,1le-7);
cgtid(nr)=toc;
n=2%n;

end

disp([fulltid’ smtid’ cgtid’])

Tabellen nedan visar hur lang tid i sekunder som de olika metoderna tar. Vi
kan dra slutsatsen att ju storre system som ska losas, ju mer 16nar det sig
att vélja en metod som utnyttjar matrisens egenskaper.

n A\b ShermMorris Konjgrad
250 0.06 0.025 0.016
500 0.25 0.057 0.037

1000 1.50 0.082 0.330
2000 14.80 0.190 2.210
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4 Egenviardesproblem for matriser

4.1 Egenvirden och egenvektorer

Viktiga begrepp i algebran ar egenviarden och egenvektorer till matriser. Har
ska vi behandla olika numeriska metoder for berdkning av dem. Men det &r
lampligt att du forst atervander till laroboken i linjar algebra och friskar upp
kunskapen om egenvéarden, egenvektorer och deras innebdord.

Egenvérdesproblemet: Givet en n x n matris A, finn en skalér storhet A och
en fran noll skild vektor x sadan att Ax = Ax.

Storheten A &r egenvérde till matrisen och tillhérande vektor x &r egen-
vektor. Sambandet kan ocksa skrivas pa formen (A —A\I)x = 0. Detta homo-
gena ekvationssystem har en 16sning skild fran noll endast om determinanten
for vansterledsmatrisen ar noll, alltsa

det(A — AI) = 0 (2)

Viansterledet &ér ett n-tegradspolynom i A. Polynomekvationen, som kallas
karakteristiska ekvationen, har n rotter varav nagra kan vara komplexa och
vissa kan vara sammanfallande. Detta innebér att en n X n matris har n
egenvirden som i teorin bestdms av karakteristiska ekvationens rotter.

For de flesta typer av matriser finns betydligt effektivare metoder for
berdkning av egenvirden, men for tva matristyper &r karakteristiska ekva-
tionen (2) mycket lamplig, ndmligen om A &r diagonalmatris eller triangulér
matris. Eftersom determinanten i dessa bada fall &r lika med produkten av
diagonalelementen, blir ekvation (2) helt enkelt II7_(aj; —A) = 0, som
har rétterna A\; = aj;, j = 1,...,n. Egenvirdena utgors alltsa av matrisens
diagonalelement i fallen diagonalmatris och trianguldr matris.

Ovning: Visa med karakteristiska ekvationen att AT har samma egenviirden som
A.

For en symmetrisk matris med reella element géller den mycket viktiga egen-
skapen att alla egenvérden &r reella och de n egenvektorerna &r — eller kan
goras — ortogonala (mer om detta ldngre fram).

I MATLAB kan man anvénda funktionen eig(A) for att berdkna samtliga
egenvarden till en matris. Med satsen lambda=eig(A) erhalls en vektor inne-
hallande egenviardena. Med satsen [V,D]=eig(A) erhalls en diagonalmatris D
med egenvéirdena som diagonalelement och en matris V vars kolumner utgor
motsvarande egenvektorer. Att utnyttja eig-funktionen &r alldeles utmérkt
for rimligt sma matriser, men den kan bli mycket tidskravande vid stora ma-
triser. I praktiska tillimpningar ar det oftast bara ett litet fatal egenvérden
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som man ar intresserad av (t ex det till beloppet storsta eller kanske de tre
till beloppet minsta egenvéirdena). I sddana fall &r eig(A) ineffektiv och vi
har behov av smidigare metoder.

4.2 Gerschgorincirklar

Man har i vissa sammanhang nytta av att fa en grov skattning av egen-
viardena; det vore bra om de kunde stédngas in inom begrinsade omraden i
komplexa planet. Som tur &r lyckades den ryske matematikern S.Gerschgorin
1941 bevisa ett teorem som kallas Gerschgorins sats och som lyder:

Varje egenvéarde ligger i unionen av cirklarna

n

N—ajl < D agl, G=1,.,n.
———y

Gerschgorins sats sédger vidare att om m cirklar har viss 6verlappning med
varandra men inte nuddar de 6vriga n — m cirklarna, s ligger exakt m
egenvirden i unionen av dessa m cirklar.

9 - 2 1 O Gerschgorincirklar i komplexa planet

ForA—| - 9 O -1

0 -1 -2 1 2p
3.0 1 11 o ]
erhaller vi cirklarna Al

’>\+2| §2, ’)\—11| §4 - -5 0 5 10 15

Ett egenvirde finns i den vénstra cirkeln och tre stycken finns i unionen av
de ovriga.

4.3 Likformighetstransformation

En n x n-matris B ségs vara likformig med A om f6ljande samband finns:
B = P AP, diir P ér en ickesinguldr men for 6vrigt godtycklig n x n-matris.
B har erhallits genom en sa kallad likformighetstransformation.

Att vara likformig ar en god egenskap som innebéar att matriserna A och
B har samma egenviarden. De har inte samma egenvektorer, men féljande
samband rader: 1lat A ha egenvektorn x, da har B egenvektorn y = P~ 'x.
Hérledning: Lat B ha egenvardet p och egenvektorn y. Definitionsméssigt
har vi dd& By = puy som med instoppad likformighetstransformation leder
till P 'APy = uy = APy = pPy. Men vi vet att for matrisen A
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giller Ax = Ax. Identifiering ger ddrmed p = A och Py = x som ocksa kan
skrivas y = P71x.

Studera Heath avsnitt 4.1 och 4.2.

4.4 Potensmetoden

Potensmetoden &r en iterativ numerisk metod for att berdkna det till belop-
pet storsta egenvirdet och den tillhérande egenvektorn. Principen &ér att man
utgar fran en (néstan) godtycklig vektor xg och successivt bildar x; = Axg,
X9 = Ax; (= A%xg), x3 = Axy (= A3x) och sa vidare. Foljden av vektorer
konvergerar mot egenvektorn x till det dominerande egenvérdet. Egenvardet
kan direfter erhallas ur sambandet x” Ax = xTAx, dvs A = xT Ax/xTx
(som kallas rayleighkvoten).

Detta &r visserligen ett enkelt berdkningsforfarande men det ger snart
klumpigt stora komponenter i vektorerna. Mycket béattre blir algoritmen om
vektorn normeras i varje steg, antingen sé att maxkomponenten normeras till
ett eller vektorns langd normeras till ett. Vi véljer det senare och infor i varje
iterationssteg vektorn t = xj/||xx||2, for da giller att ||t||2 = 1. Iterationen
fortsétter med att vi bildar vektorn xx,1 genom att multiplicera A med t.
I darpa foljande steg normeras xj41 till en ny vektor t.

I varje iteration bildar vi dessutom kvoten ¢ = t” At/t”t, dir ndmna-
ren har virdet ett (eftersom t't = |[t||2 = 1). Téljaren kan skrivas t7x
(indiceringen av x kan skippas). Foljden av g-virden konvergerar mot det
dominanta egenvérdet. Nar differensen mellan tva p& varandra foljande g-
varden ligger inom given toleransgrans avbryts iterationerna.

For 4 x 4-matrisen A i koden nedan behdvs 56 iterationer med potens-
metoden innan avbrottsvillkoret |g, — q,_1| < 107° &r uppfyllt. Det till
beloppet storsta egenvardet berdknas till 10.2389.

A=[10 1 0 O
1 6 0 1
0O 0 8 1
0 1 1 -9]1;

x=[1 11 1]’; q0=0; dif=1; iter=0;
while abs(dif)>1le-5
t=x/norm(x); x=A*t;
g=t’*x; dif=q-q0;
q0=q; iter=iter+1;
end
lambda=q, egenvektor=x’/norm(x), iter
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Hér ser vi gerschgorincirklarna fér matrisen i MATLAB-koden. Eftersom ma-
trisen &r symmetrisk vet vi att egenvérdena &r reella. Cirklarna blir déarfor
tillplattade till intervall pa reella axeln.

-10 -5

5 10

T

oF— == - e E———
|
0

Matlabs eig(A) ger egenvirdena 10.2389, 8.0600, 5.8259 och —9.1247.
Potensmetodens konvergens beror av kvoten mellan det till beloppet nést

storsta egenvardet och det till beloppet storsta. Beteckna de successivt er-

hallna egenvardesapproximationerna till A med ¢;, j = 1,2,...,n. Da giller:

P
A gl M KA~ gu] diir K = ('”—m) ,
|>\|max
med p = 1 om matrisen ar osymmetrisk och p = 2 om den &r symmetrisk. I
varje iteration forbattras noggrannheten med faktorn K:
A= | = K A= qno1] = K2|A = gns| ~ ... = K" |\ — qq|.
Det blir langsam konvergens om kvoten K ligger strax under ett och snabb
om K &r néra noll.

I exemplet ovan dr matrisen symmetrisk; vi far K = (9.1247/10.2389)% ~
0.793. Efter 56 iterationer har vi 0.793% ~ 2 .107%; sa mycket har felet
reducerats fran starten.

Ett uttryck for osdkerheten i det berdknade egenvardet nér vi kinner till
differensen |g, — 1] ar

IA—qn| <

< 1_K|Qn_Qn—1|

Hérledning;:

A=anl = KA = gn-1| = KA = qn-1+ g0 — @u| = K|(A = gn) + (gn — gn—1] <
< K’)\_Qn| +K|Qn_Qn—1’ — (1 _K)|>\_Qn’ < K|Qn_Qn—1’
Slutlig division med (1 — K) leder till osikerhetsformeln ovan.

I vart exempel giller vid avbrottet att |g, — ¢,_1]| < 107>, och vi rakar
kinna till K = 0.793. Osikerheten i egenviirdet #r 0.793/0.207 - 107° =
3.83-107° < 0.5-107%; alla sex siffrorna i 10.2389 r alltsa tillforlitliga.
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Vi kan formulera algoritmen for potensmetoden sa att den avbryter nér
det dominerande egenvardet erhallits med onskad relativ tolerans.
Som approximation till K-virdet anvinds kvoten |g, — gn—1|/|@n—1 — Gn—2|.

% Potensmetoden
A=[10 1 0 O

1 6 0 1
0 0 8 1
0 1 1 -9];

x=[1 11 1]1°; reldif=1;
q0=0; dif0=1; iter=0;
while reldif>0.5e-6
t=x/norm(x) ;
x=A*t; q=t’*x
dif=q-q0;
K=abs(dif/dif0); % uppskattning av K-vérdet
reldif=abs(K/(1-K)*dif/q);
q0=q;
difO=dif; iter=iter+1;
end
K, lambda=q
egenvektor=x’/norm(x), iter

4.5 Inversa potensmetoden — édven kallad inversiteration

Med inversa potensmetoden bestdmmer man det till beloppet minsta egen-
viirdet. Bakgrunden #r att egenviirdena till inversmatrisen A~! &r p = 1/\.
Om man anvinder potensmetoden pa A~! bestams Hmazbelopp, Men det upp-
fyller ju timazbetopp = 1/ Aminbelopp- Alltsa erhalls Ainpeiopp genom invertering
av det berdknade p-vérdet.

Potensmetodens centrala berédkningsformel dr, om inversmatrisen betrak-
tas, x = A~'t. Man vill undvika att invertera matriser, och det kan ordnas
genom att vi skriver om formeln till Ax =t.

Det blir nu ett linjart ekvationssystem som kan l6sas med x=A\t (eller for
bandmatriser med specialvarianten tridia eller sparsematriskommandona).
Forutom denna sats och den viktiga inverteringen lambda=1/q dr program-
koden nedan identisk med potensmetodkoden.

% Inversa potensmetoden

A=[10 1 0 O
1 6 0 1
0 0 8 1
0 1 1 -9];

x=[1 11 1]’; reldif=1;
q0=0; difO=1; iter=0;
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while reldif>0.5e-6
t=x/norm(x) ;
x=A\t; q=t’*x;
dif=q-q0;
K=abs(dif/dif0);
reldif=abs(K/(1-K)*dif/q);
q0=q;
difO=dif; iter=iter+1;
end
K, lambda=1/q
egenvektor=x’/norm(x), iter

23 iterationer krévs for att fa det till beloppet minsta egenvardet 5.8259.

Inversa potensmetoden med skift
Om man soker det egenvirde till A som ligger ndrmast ett givet vérde s,
kan man anvénda inversa potensmetoden efter att férst ha gjort ett sa kallat
skift, som kan betraktas som en férskjutning av origo strackan s.

Skapa matrisen B = A — s-1 som har egenvirdena Agp = Aq — s.

Med inversa potensmetoden pa B bestams dess till beloppet minsta egen-
viarde. Sedan géller enligt sambandet ovan att A4 = s + Ap, vilket da blir
det sokta egenvardet till A, alltsa det som ligger ndrmast talet s.

Studera Heath avsnitt 4.5.1 — 4.5.3.
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5 Tillampningar med minstakvadratmetoden

5.1 Linjar och ickelinjir modellanpassning

Vid modellanpassning ska man, sasom namnet antyder, anpassa en modell
till en uppséttning givna métdata (¢;,y;), ¢ = 1,2,...,m. Modellfunktionen
har en viss given grundform med néagra okdnda parametrar att bestdmma.
Néagra exempel pa linjdra modellfunktioner d&r F(t) = ¢; + cot (rét linje),
F(t) = c1 + cat + c3t? (parabel) och F(t) = ¢1 + cpcoswt + cysinwt for
ett givet w (trigonometriskt polynom). Det allménna utseendet hos en linjar
modellfunktion &r

F(t) = c101(t) + ca g2(t) + ... + cn On(t) (3)

alltsa en linjarkombination av ett litet antal pa forhand valda basfunktioner
op(t), k=1,2,...,n, n<m.

Det linjara modellanpassningsproblemet kan omformuleras som ett 6ver-
bestamt linjart ekvationssystem Ac ~ y, dér vektorn c bestar av de okén-
da parametrarna och hogerledsvektorn y innehaller métdata. Matrisen A
byggs upp av basfunktionerna, pa sa satt att kolumn k innehéaller varde-
na ¢r(t;), i = 1,2,...,m. Avvikelsen mellan hogerled och vénsterled kallas
residualvektor och brukar betecknas r, alltsa r =y — Ac.

Minstakvadratmetoden &r den i sérklass mest anvinda l6sningsmetoden
for 6verbestdmda linjara ekvationssystem. Den s kallade minstakvadrat-
16sningen ¢ har egenskapen att minimera den euklidiska normen for residual-
vektorn, alltsa ||y — Ac|lo. Ofta ar det praktiskt att i stéllet betrakta fel-
kvadratsumman r’r = 7f +73+...+72,, som #r detsamma som kvadraten pa
den euklidiska normen. En annan formulering ar darfér "Vid minstakvadrat-
metoden minimeras felkvadratsumman”.

Studera NAM avsnitt 2.1 — 2.5 {for repetition av minstakvadratmetoden
och normalekvationerna ATAc = ATy.

Ickelinjar modellanpassning

Vid ickelinjar modellanpassning ar modellfunktionens form sédan att de
okinda parametrarna ingar ickelinjirt. F(t) = c1/(14coe™3%) ir ett exem-
pel pa en ickelinjér modell.

Det ickelinjara modellanpassningsproblemet kan omformuleras som ett
overbestamt ickelinjért ekvationssystem, som sedan i sin tur kan 16sas ite-
rativt med Gauss-Newtons metod. I varje iteration uppstar ett 6verbestamt
linjart system pa vilket minstakvadratmetoden tillampas. Studera detta mer
detaljerat i NAM avsnitt 6.10.
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Lis NAM kapitel 2 samt avsnitt 6.10.
Lis Heath avsnitt 3.1, 3.2 och 6.6.

5.2 Minstakvadratanpassning med linjira och kubiska splines

Vid interpolationsproblem med kubiska splines anvénds hermiteinterpola-
tionsformeln som ansats for de styckvisa tredjegradspolynomen. Ett tridia-
gonalt ekvationssystem maste 16sas for att astadkomma de ratta lutningarna
vid varje styckes &ndpunkter (se NAM avsnitt 3.3.2).

Kubiska splines kan i vissa sammanhang vara ldmplig modellfunktion
vid minstakvadratanpassning till ett stort antal métpunkter (z;, y;). Som
basfunktioner i uttrycket (3) limpar sig sa kallade bellsplines* bist.

Hela intervallet delas upp i ett antal stycken, och vi betecknar x-virdena
som avgransar styckena med 17, Tb,..., Ty. Dessa Tj-viarden brukar kal-
las knutpunkter. Vid varje knutpunkt sker polynombyte (vid interpolation
sammanfaller knutpunkterna med interpolationspunkternas z-koordinater).

5.2.1 Approximation med linjira splines

Innan vi gar vidare till kubiska bellsplines ska vi studera minstakvadrat-
approximation med linjira splines. Med detta menar vi styckvis linjara funk-
tioner, alltsa réta linjer som byts vid varje knutpunkt men bildar en konti-
nuerlig polygonlinje. Modellfunktionen skrivs som

F(x) = c1Hy(z) + coHo(x) + csHs(x) + - - + enHn ()

dar Hi(x), k= 1,2,..., N, ar basfunktioner med kineshattform — sé kallade
hattfunktioner (dven bendmnda triangelfunktioner). Hy(z) ar noll utanfor
intervallet Tp_1 < x < Tj41. Hattfunktionen okar fran noll vid x = Tj_4
linjart till ett vid z = T} och sjunker linjéart till noll vid « = Tj41.

Forsta hattfunktionen &r en halv hatt, Hi(z) = (To —x)/(T5 — T1), som
sjunker fran ett vid x = T3 till noll vid x = T, och &r noll dérefter.

Sista basfunktionen Hpy(x) &r -
noll fram till x = Tyn_1, déar- .
efter vixer den enligt Hy(z) =
(@ =Tn-1)/(Tn —TN-1). /

4Heath anvinder beteckningen B-splines.
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For de 6vriga hattfunktionerna (k = 2,..., N —1) géller:

Hy(z) = { (@ = Ti1)/(T = T—1), Th1 <x<Tg
(Tht1 — )/ (D1 —Tx), T <o < Thpa

function f=fihatt(k,x,T) % T &r en vektor med knutpunkter
% For hatt nummer k ber&dknas virdena for givna x
h=diff (T); N=length(T); f=zeros(size(x));
if k>1, I=find(x>=T(k-1) & x<=T(k)); £(I)=(x(I)-T(k-1))/h(k-1); end
if k<N, I=find(x>=T(k) & x<=T(k+1)); £(I)=(T(k+1)-x(I))/h(k); end

Nér vi skriver minstakvadratproblemet pa formen Ac ~ y bildas kolumn k i
matrisen A av de givna x;-vardena insatta i Hi(z). Det betyder att matrisen
far manga nollor eftersom hattfunktionen &r noll utanfoér ett litet omrade.
Normalekvationerna AT Ac = ATy bildar ett tridiagonalt system (forvissa

dig om det).
Losning av detta system ger minstakvadratlosningen som bestar av ko-
efficienterna ¢y, ca, ..., ¢y i modellfunktionen F'(x). Funktionskurvan &r en

bruten linje, en polygonkurva. F'(z) ar kontinuerlig 6verallt men derivatan
ar diskontinuerlig vid knutpunkterna. I fallet med linjara splines géller att
ci-vardet ocksa utgor y-virdet vid knutpunkt nummer k.

Ovning: Bevisa detta.

T1 T2 T3 T4 T5

Har har en bruten linje med fem knutpunkter anpassats till 26 givna matdata.

5.2.2 Approximation med bellsplines

Nu ska vi prova en modellfunktion som i stéllet for rata linjer &r uppbyggd
av styckvisa tredjegradspolynom. Med kubiska splines kan man astadkomma
att den resulterande funktionskurvan far kontinuerlig andraderivata Gverallt.
Kubiska splines kan byggas upp med olika ansatser. Vid modellanpassning
passar det béast med bellsplines, som paminner om kineshattarna men med
mjukare blaklockeform. Basfunktionerna i modellfunktionen (3) utgdrs nu av
bellsplinefunktionerna By(z).
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e B B,() B,() %0 B gy

De matematiska uttrycken for By (x) ar inte helt enkla. Om knutpunkterna ar
ekvidistanta, med samma inbordes avstand h = T} — T}, kan bellsplinesut-
trycken skrivas explicit, detta behandlas i nésta avsnitt.

I det allménna fallet erhalls bellsplinefunktionen By(z) genom f6ljande
rekursiva algoritm:

Definiera B,(CO) (x) =1, T}, < x < Tkyq, och B,(CO) (x) = 0 annars.
Fortsatt for j =1, 2, 3 med

BY V() BL (@)

B]i]) (SL’) = (:13 — Tk)m + (Tk+]’+1 — ZE)
J

Tiyjer — Thyr
Nér 7 = 3 ar bellsplinefunktionen bestdmd och den 6vre indiceringen kan slo-
pas. Vid vénstra och hogra dnden av approximationsintervallet maste atgér-
der vidtas. I fallet icke-ekvidistanta knutpunkter gar det till sa att man infor
tre nya knutpunkter som sammanfaller med 73, alltsda 1o =T 1 = Ty = 11,
och pa samma sétt tre nya knutpunkter vid hogra dnden: Ty = Ty =
Tnio2 = Tnys. (De totalt N + 6 knutpunkterna numreras tillfalligt om fran
0 till N+5 for att den rekursiva algoritmen ovan ska vara giltig.)
Blaklockekurvorna By(z) ar positiva i intervallet T_o < & < Tgyo och
noll for 6vrigt. Nar man har N givna knutpunkter &r antalet bellspline-
funktioner N 4 2. Léangst till vinster finns By (z) som &r noll da x > Ts, och
langst till hoger finns By yi(x) som ar noll da x < Tn_; (se figuren ovan).

Nu géller det att 16sa approximationsproblemet att till en given uppsatt-
ning métdata (x;, y;), ¢ = 1,2,...,m, finna en kubisk splinekurva som ger
béasta mojliga anpassning. Modellfunktionen &r nu en linjarkombination av
bellsplines enligt

F(z) = c1Bo(x) + c2B1(x) + e3Ba(x) 4 -+ + ens2Bnia (2).

Minstakvadratmetoden kan tillampas pa samma sédtt som beskrevs for linjara
splines. Det finns IV +2 okdnda koefficienter att bestdmma.

Problemet skrivs som vanligt pa matrisform Ac = y, matrisen A har m
rader och N +2 kolumner. Kolumn £ ar uppbyggd av By_1(x;) med en hel
del nollelement eftersom funktionen &r noll utanfér ett begrénsat intervall.
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I MATLAB l6ses det 6verbestdmda systemet med c=A\y. Dérefter aterstar
bara att rita den erhallna splineskurvan F'(z) och notera att den ger god
anpassning till de givna métvardena.

Tl T2 T3 T4 T5

Figuren visar modellanpassning med bellsplines. Det dr samma knutpunkter och samma

26 matdata som vid approximationen med bruten linje i avsnitt 5.2.1.

function B=fbell(x,T)
% T &r kolumnvektor med knutpunkter, x &r kolumnvektor med x-vdrden
% B &r matris med bellsplineskolumner, allménna fallet
m=length(x); N=length(T); epsi=le-14;
a=[T(1)*[1 1 1]°; T; T(MW)*(1+epsi)*[1 1 1]1°]; % N+6 knutpunkter
n=N+5; C=zeros(m,n);
for k=1:n
I=find(x>=a(k) & x<a(k+1)); if “isempty(I), C(I,k)=1; end
end
for j=1:3
B=zeros(m, n-j);
for k=1:n-j
di=(a(k+j)-a(k)); if abs(dl)<=epsi, di1=1; end;
d2=(a(k+j+1)-a(k+1)); if abs(d2)<=epsi, d2=1; end;
B(:,k)=(x-a(k)).*C(:,k)/d1l + (a(k+j+1)-x).*xC(:,k+1)/d2;
end
C=B;
end

5.2.3 Approximation med ekvidistanta bellsplines

Nar knutpunkterna T} ligger péa inbordes lika avstand, h = Ty — T}, kan
bellsplinefunktionerna fa enklare explicita uttryck &n allménna fallets re-
kursiva uttryck. Férutom knutpunkterna T4, T5,...,Tn behovs tre spok-
knutpunkter till vanster och tre till hoger. I forra avsnittet 14t vi dem sam-
manfalla med 77 respektive Ty. I det ekvidistanta fallet placeras de vénstra
istéllet successivt pa avstandet h bakat, alltsd To =T1—h, T_1 =11 —2h,
T o =1T7—3h. Pa hoger sida gors pa motsvarande sétt:

INt1=Tnv+h, Tnio=Tn+2h, Tnys=TN + 3h.
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I de fyra intervall déar den klockformade bellsplinekurvan &r skild fran noll
giller foljande uttryck for By(z):

Ty 9 <ax<Tp q1: t= %(x —Ty—2), Br(z)= %tS
Tpo1 <z <Tp: t=3(x—Th), Bk(x):§+%(t+t2—t3)
Ty <@ < Ty : = 3 (Thy1 — ), Bk($)=§+§(t+t2—t3)
Tk+1 <z < Tk+2 c t= %(T]H_Q — .CC), Bk(.CE) = 6753

" T T T T T *

k-2 k-1 k k+1 k+2

Med dessa beteckningar och med den uppséttning av givna ekvidistanta
knutpunkter Ti,...,Tx (plus inforda spokknutpunkter) kommer modell-
funktionen F'(z) att vara en linjirkombination av de N + 2 bellsplinefunk-
tionerna By (x) med index 0, 1,..., N+1, alltsa

F(:L’) = ClBo(x) + CgBl(:L') —+ ...+ CN+QBN+1(:L').

Hér foljer MATLAB-kod for funktionen fbelleq som skapar By (z)-véarden for
givet k (heltal mellan 0 och N+1) och givna z-vérden.

function f=fbelleq(k,x,T_1,T_N,N)

% N &r antal knutpunkter (ekvidistanta fallet)

% T_1 och T_N &r forsta och sista knutpunkt

% k dr heltal mellan O och N+1 (numret hos 6nskad bellspline)
h=(T_N-T_1)/(N-1);
a=T_1-3*h : h :T_N+3*h; c=1/6;
f=zeros(size(x)); i=k+3;
I=find(x>=a(i-2) & x<a(i-1)); t=(x(I)-a(i-2))/h; f(I)=c*t."3;
I=find(x>=a(i-1) & x<a(i)); t=(x(I)-a(i-1))/h; £(I)=c+(t+t."2-t."3)/2;
I=find(x>=a(i) & x<a(i+1)); t=(a(i+1)-x(I))/h; £(I)=c+(t+t."2-t."~3)/2;
I=find(x>=a(i+1) & x<a(i+2)); t=(a(i+2)-x(I))/h; f(I)=c*t."3;

Studera Heath avsnitt 7.4.3.
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6 QR och SVD med tillampningar

6.1 Ortogonalmatriser och QR-faktorisering
6.1.1 Ortogonalmatriser

En kvadratisk matris Q ar ortogonal om Q7Q =1 och QQ” =1.

For en ortogonal matris giller Q7 = Q~!. Kolumnerna i Q #r ortogonala

mot varandra och har langden 1. Samma egenskap géller for raderna i Q.
Det géller att ||Qx]||2 = ||x||2, dvs en transformation med en ortogonal-

matris behaller langden.
Bevis: Qx| = x7QTQx = xx = [[x[3.

6.1.2 Householdermatriser

En anvandbar ortogonalmatris ar den symmetriska householdermatrisen

VVT

H=1-2——, dar v éar en vil vald vektor.
viy

Det ir litt att visa att HY = H, dvs att matrisen ir symmetrisk. (Gor det!)
Ar H en ortogonalmatris? Visa att H'H = 1.

vvT vvT vvT v(vTv)vT
HH=HH=(I-2—— ) (I-2—)=1-4 4 =1
( VTV> ( VTV> v (vIv)(vTv)

Problem: Hitta en matris P som transformerar en given vektor a till given
vektor b med samma langd.

Losning: Eftersom lingden ska bevaras maste P vara en ortogonalmatris.
Utnyttja householdermatris P = H = I — 2(vvl)/(vlv), det giller att
finna vektorn v uttryckt i de givna a och b.

vvla 2vTla

b=Ha=a-2 Ty 2 "V, —a-cv = vs= (a—b)/c
Séatt ¢ = 1, det divideras i alla fall bort i uttrycket for P. Svaret &r alltsa:
P=1I-2(vh)/(vlv) dir v=a—b.

Vanligt onskemal ar att transformera en given vektor a till en vektor som
innehaller nollor 6verallt utom i forsta elementet b1. Eftersom vektorlangden
ska bibehallas géller alltsa antingen b; = ||a|| eller by = —||al|o.

Den hér typen av transformation behovs i alla steg i QR-faktoriseringen
av en matris. Tecknet for komponenten by véljs da tviartemot tecknet pa aq,
alltsd by = —sign(a1) ||all2. (Om a; = 0 tar vi by = ||a||2.)
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6.1.3 QR-faktorisering

QR-faktoriseringen till en m x n matris A definieras som A = QR, dir Q
ar en ortogonal m x m matris och R &r en m x n matris vars 6vre del (n xn)
ar en triangulér matris R,, och elementen dérunder &r nollor. Matriserna Q
och R byggs upp genom en f5ljd av householdertransformationer.®

I MATLAB erhalls QR-faktoriseringen med satsen [Q,R]=qr(A) .

6.1.4 QR pa overbestimda ekvationssystem

Anta nu att QR-faktoriseringen av A &r kiind. Lat y vara en given vektor med
m komponenter. Minstakvadratlosningen till det 6verbestdmda ekvationssy-
stemet Ac =~ y erhills genom minimering av felkvadratsumman ||y — Ac||3
som vi kan manipulera med péa foljande sdtt, dar vi utnyttjar att multipli-
kation med en ortogonalmatris bibehéaller langden.

ly — Acl3 = lly — QRell3 = [Q"(y — QRo)[3 = |Q"y—Re|3 = [lg — Rel3

Eftersom y och Q ar kinda dr g = QTy en kind vektor med m element.

Lat de forsta n komponenterna i vektorn g betecknas g, och resten, dvs
komponenterna gn41,...,9m, betecknas g,. Det leder till att felkvadrat-
summan kan utvecklas vidare:

IIg—Rc|g:H( Z)_(Rgc>

Vi vill astadkomma att felkvadratsumman ska bli sa liten som mojligt. Den
sista termen ||g.||3 kan vi inte géra nagonting it — den #r oberoende av den
sokta 16sningsvektorn c. Men den forsta termen, alltsi ||g, — Rycl|3, kan
den bli noll? Ja, det blir den om vi 16ser ekvationssystemet R, c = g,,.

Alltsa, 16sning av detta trianguléra system ger minstakvadratlosningen c
till problemet, for d&d kommer felkvadratsumman att anta sitt minsta mojliga
viirde som &r ||g. |3 = g2 + 9210+ ... + G2

2

= |lgn — Rucl3 + llg« — OII3.
2

Studera Heath avsnitt 3.4.3-3.4.5, 8.5.1.

SEtt litet exempel visas under kursen.
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6.2 Singulirvirdesfaktorisering

Singuldrvirdesfaktoriseringen (singular value decomposition, SVD) till en
m x n matris A definieras som A = USV?T, dir U ér en ortogonal m x m-
matris, V ar ortogonal n X n-matris och S ar en m x n-matris uppbyggd av
en diagonalmatris och en matris av nollor.

Diagonalmatrisens diagonalelement kallas singularvarden, de ar positiva
och uppfyller s1 > s9 > s3 > ... > s > 0, dir k ar det minsta av talen m
och n.

Om m > n ligger nollmatrisen under n x n-diagonalmatrisen som be-
tecknas S,, (sista elementet &r singulérvirdet s, ), och om m < n finns noll-
matrisen till hoger om diagonalmatrisen S,,.

Singuldrvirdesfaktorisering av en kvadratisk matris gjordes redan for 6ver
hundra ar sedan av matematikerna Beltrami 1873 och Jordan 1874 oberoende
av varandra. Namnet tillkom pa 1930-talet d& Eckart och Young utvidgade
singularvardesfaktoriseringen till att vara giltig &ven for rektanguldra ma-
triser. Men det dréjde ytterligare drygt trettio ar innan man fann att SVD
kunde vara ett mycket anvindbart redskap vid numeriskt berdkningsarbete.
Banbrytaren har var Gene Golub som med sofistikerad numerisk teknik lyc-
kades utveckla effektiva algoritmer for berdkning av SVD-matriserna U, V
och S och ocksa for ett otal tillimpningar av SVD.

I MATLAB erhélls singulérvirdesfaktoriseringen av matrisen A med satsen
[U,S,V]=svd(A).

6.2.1 SVD pa 6verbestamda ekvationssystem

Vid &verbestdmda system galler att m > n. Minstakvadratlosningen till
Ax =~ y erhalls genom minimering av felkvadratsumman |y — Ax||% som
kan skrivas om pa foljande sétt:

ly — Ax[3 = [ly - USV'x|[} = [U" (y - USV'x) |} =
= |U"y - $V'x|} = ||d — S|}

dir d = Uy &r en kind vektor med m element och dér vi pa den okénda
vektorn x gjort substitutionen z = VIx. Vektorn z har n komponenter.
Vi gor motsvarande forfarande som vid QR-faktoriseringen. Lat de forsta
n komponenterna i vektorn d betecknas d,, och resten, dvs komponenterna
dp+1,---,dm, betecknas d,.. Felkvadratsumman kan nu skrivas:

d, S,z
ha-satt = () - (%5
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Vid multiplikation av diagonalmatrisen S,, med z erhalls en vektor med
komponenterna s1z1, $222,...,Sp2n-
Felkvadratsumman blir alltsa (dy —s121)2+ (do—s222)% +. . .4 (dy — 5.2 )%+
2+ d2 5+ ...+ d2. Om vi bestdimmer alla z;-virden sa att z; = d;/s;
sa astadkommer vi att felkvadratsumman antar sitt minsta mdéjliga varde.
Nar vektorn z nu ar berdknad, géller det att ocksa finna den sokta x-
vektorn. Mellan de bada vektorerna finns sambandet z = VT'x. Multiplicera
bada sidor med den ortogonala matrisen V; direkt erhalls x = Vz, som &r
minstakvadratlosningen till problemet.

6.2.2 SVD pa underbestdmda ekvationssystem

Vid underbestamda ekvationssystem géller att m < n, och da finns ingen
entydig 16sning till Ax ~ y. Med singularvardesfaktorisering kan vi 16sa
underbestidmda system, som uppfyller det speciella énskemaélet att 16snings-
vektorn x ska ha sa liten norm som mojligt (alltsa uppfora sig snéallt utan
stora variationer i komponenterna). Vi studerar felkvadratsumman som en-
ligt ovan kan skrivas

ly — Ax|3 = [|d — Sz];3

dir d = UTy &r en kiind vektor med m komponenter och z = VI 'x har n
komponenter med n > m.
Matris-vektorprodukten Sz far m komponenter som ar s121, S229,...,S8m2Zm.
Felkvadratsumman blir (dy —s121)% + (da — $222)% +. ..+ (dpm — Sm2zm)?, och
den blir noll om komponenterna z; uppfyller z; =d;/s; for i=1, 2, ... ,m.
Vi vet att vektorn z har n komponenter, men endast de forsta m vérdena
har kunnat bestdmmas. Vilka viarden ska z,11, ..., 2, ha?
Har kommer onskemalet om en minstanorm-lésning in. Man vill gora
euklidiska normen av 16sningen x sa liten som mdojligt.

2 2 o _ () (&) dn\* | o 2
m
I3 = 1Vl = ol = (£) 4 (2) oo (2) bt 22
S1 S92 Sm
Genom att sdtta alla komponenterna z, 11, ..., 2z, till noll far vi den 6nskade
minstanormegenskapen hos 16sningen x = Vz.
6.2.3 Trunkerad singularvirdesfaktorisering

Det &r ofta onskvért att vid illakonditionerade ekvationssystem (vare sig de
ar over- eller underbestdmda) forsoka hitta en snéllare 16sning, det vill sdga
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en med mindre fluktuerande 16sningskomponenter. Med trunkerad singulér-
vardesfaktorisering astadkommer man detta. Felkvadratsumman har tidigare
visats bestd av summan
(di —s121)% + (do — s022)* + ...+ (dp — S22+ 2+ 2 o+ ...+ d2,,
och det géller att z; = d;/s;. Nar alla singuldrvarden tas med blir de forsta
n termerna noll, och felkvadratsumman blir d2 ,, +d2 ., + ...+ dZ,.
Om vi bestdmmer oss for att bara ta med r singuldrvirden, sa sétts z; till
noll for alla ¢ > r. Felkvadratsumman kommer nu att innehalla termerna
B+ B B+ d2,
vi far alltsa acceptera en storre felkvadratsumma &n den minimala.
N&, blir 16sningen snéllare, blir dess norm mindre i det trunkerade fallet &n
om alla singulérvirden tas med? For att se det maste vi uttrycka matrisen
V i sina kolumner v;, ¢ =1,2,...,n. Nu kan l6sningsvektorn x skrivas

21
22

x=Vz=(v,ve,...,vp) | " | =z1vi+2zovo+ ...+ 2v, =
2

0
0
dl r

do
=—V]i+ —Vo+...+ —V,,
S1 59 Sy

& \? | (do)? d\*
2 2 2 ! 2 .
— V — f— [ —_— ... -
el = 1 Vzllz = [lz])2 <51> * <82> e <5r>

Vid trunkerad SVD blir 16sningsvektorns norm som 6nskat mindre &n om
alla n termerna finns med. Hur ménga singuldrvirden som bor medtagas ar
oftast svart att forutsdga, det bér man experimentellt préva sig fram till.

6.2.4 Minimalegenskap

Givet en matris A, hitta den vektor w med lédngden ett, |[w|2 = 1, som
minimerar [[Aw||2.

For en symmetrisk kvadratisk matris &r minimivardet lika med det till be-
loppet minsta egenvirdet och vektorn w &ar den normerade egenvektorn till
detta egenvarde. For en m X n-matris &r minimivardet lika med minsta singu-
larvardet s, och vektorn w &r sista kolumnen i matrisen V, alltsd w = v,,.
Vi ska visa det sista pastaendet.

lAw|3 = [[USVT w3 = ISVIw|3 = [ISyl|5 = (s191)"+(s292)"+ - +(509n)?
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dar vi infort y = VI'w som uppfyller ||yl = 1.

Eftersom singulérvirdena &r monotont avtagande géller foljande olikhet:
S (skyk)? > Sk (snyk)? = s25 1 y2 = s2, vilket utgdr en undre
grims. Men om man viljer y? = (0,0, 0,..., 1) nas den undre grinsen.
Den so6kta vektorn w blir ddrmed

0
0

w=Vy=(v,vy,...,vy) | . | =Va.

6.2.5 SVD for datakomprimering

En digitaliserad bild (t ex av ett foto) kan betraktas som en matris dér varje
element i matrisen representerar en svirtningsgrad. Om bilden &r mycket
informationsrik behovs god upplosning, vilket innebéar att bildmatrisen blir
mycket stor. Det finns manga mer eller mindre avancerade komprimeringsal-
goritmer for att astadkomma acceptabel bildkvalitet utan att hela matrisen
behover lagras.

Singuldrviardesfaktorisering kan vara ett numeriskt redskap for datakom-
primering. Tidigare uttryckte vi V i sina kolumner v;, i = 1,2,...,n.
Samma sak gors med matrisen U vars kolumner ar u;, ¢ = 1,2,...,m.

Vi ska visa att varje matris A kan skrivas som en linjarkombination av
matriser w;v? . Hér gor vi detta for fallet m > n:

s 0 - 0
0 s5 --- 0
2 o7
: : . : 1
. : : . vl
A =USV' =(uj,ug,...,uy) | 0 - 0 s, =
0 0 O -
: Vn
0 0 O
vi
vy T T T
= (sjug, soUs, ..., spuy) | 7 | =siwivi + squavy + - 4 spun vy,
vy

Om m < n kommer sista termen att ha index m. (Visa det!)
For att komprimera data sétter vi sma singularvarden till noll, det vill
sdga summan trunkeras efter lampligt antal termer. En bildmatris med 500
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rader och 400 kolumner innehéller tvihundratusen element. Ifall tio singu-
larvarden racker for att approximationen av bilden ska bli acceptabel, lagras
endast 10 (500 4 400) 4+ 10 = 9010 tal.

I sista kapitlet aterkommer vi till en annan algoritm fér bildkomprime-
ring, namligen tvadimensionell fouriertransform (FFT2D). Dar finns bilder
som visar komprimering dels med SVD dels med FFT2D.

Studera Heath avsnitt 3.6-3.9.

6.3 Numerisk 16sning av Fredholms integralekvation

For manga métinstrument beskrivs apparatens uppforande av en integral-
ekvation som gar under beteckningen Fredholms integralekvation av forsta
slaget: [ K(z,y)p(z)de = f(y). Hér ar p(z) en sokt funktion om vilken
vi vet att den &r noll utanfor ett kint intervall a < x < b. Darfér kan
integrationen inskrénkas att gélla detta intervall, och vi far

b
/ K () plx) dz = f(y) (4)

K (z,y) ar en kiind apparatfunktion (K som i kirna eller engelskans kernel).
Hogerledet bestar i ett praktiskt fall av ett antal observerade varden for
funktionen f(y).

I det ideala fallet &r K (x,y) deltafunktionen, det innebér att den sokta
parameterfunktionen p &ér identisk med utdatafunktionen f. Men idealfallet
ar mycket séllsynt, ett mer troligt utseende pa apparatfunktionen K (x,y) ar
féljande, som vi ska utnyttja i ett simuleringsexempel:

1 m(y — )
K(z,y) = 35 <1 + cos T) , ly—x| < B och K(zr,y)=0 annars.
Om [-virdet ar stort ar méatinstrumentet inte sarskilt bra, métresultaten ger

suddig och utsmetad information om den stkta parameterfunktionen.
K(x,y) med beta=2, for y=2.4

Eftersom métdata utgors av m stycken observe- os
rade varden f; = f(y;) kan vi skriva integral- o4
ekvationen (4) pa formen 03
b 0.2
/ K(z,y)p(x)de = f;, i=1,2,...,m. 01

¢ O0 2 4 6
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Vi har nu m ekvationer for att bestdmma den okénda funktionen p(z). For
att kunna gora en numerisk behandling av problemet delar vi z-intervallet
i N delintervall av ldngden dxr = (b—a)/N och anvinder trapetsregeln
for alla integralberdkningar. Integrandfunktionen for den i-te ekvationen &r
F(x,y;) = K(x,y;) p(z). Trapetsregeln leder till integralapproximationen

N—1
1 ) 1
I~ éx §F(a7yz') + z; F(a+jox, y;) + §F(bayi)
]:

som kréver fin indelning av x-intervallet, dvs stort N-varde for att noggrann-
heten ska bli bra.

Forsta och sista termen i trapetsregeln ar noll i detta fall, eftersom det
for parameterfunktionen antagits att p(a) = 0 och p(b) = 0. Med integral-
approximationen insatt i (4) far vi

n
5:1:2[((:13],%);0] :fi7 1= 17 25 U
j=1

dér x-viardena ar ekvidistanta, x; = a+jdx, och dir n = N — 1 &r antalet
okénda parametervirden p; = p(x;).

Integralekvationen har alltsd omformats till ett ekvationssystem Ap = f
med en m X n-matris vars element A;; bestar av kidnda apparatfunktions-
viarden K(zj,y;) multiplicerade med steget dx. Systemet kan vara Gverbe-
stamt eller underbestdmt beroende pa antalet métdata m och antalet inter-
vall N i trapetsregeln. Ju fler intervall desto béttre integralapproximation,
men det méaste vigas mot att ekvationssystemet blir stort och alltmer under-
bestamt. Matrisen A med elementen A;; = K(z;,y;) 0z &r en bandmatris
dar bandbredden bestdms av apparatfunktionens (-vérde.

I de flesta tillimpningar ger métinstrumentet (om inte § &r mycket li-
tet) sa suddiga maétresultat att problemet att finna parametrarna p; blir
illakonditionerat.

Algoritmen for Fredholms integralekvationsproblem gar ut pa att man
singuldrvirdesfaktoriserar matrisen och utnyttjar SVD for 16sning av ek-
vationssystem. Med trunkerad SVD, sunt férnuft och eventuell insikt om
karaktéar hos parameterfunktionen forsoker vi finna bésta ténkbara l6sning.
Vi betraktar de olika 16sningskandidaterna och kan forkasta kandidater som
oscillerar alltfor kraftigt.

Vi tar ett simuleringsexempel med 36 métpunkter i intervallet [0, 6],
erhallna med apparatfunktionen K(z,y) med 8 = 1.5 applicerad pa den for
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oss gomda funktionen p(x) (métdata ses i forsta bilden nedan).

Vi vet att p(0) = p(6) = 0 och att p(x) > 0 i intervallet 0 < z < 6.
I trapetsregeln utnyttjas 60 intervall, vilket innebér att vi far en 36 x 59-
matris. Antalet singuldrviarden ar 36, varav de sista tjugo ar sma (mindre &n
tva promille av storsta singulérvirdet).

I bilderna tvéa till fyra nedan visas resultatet, de sa kallade 16sningskandi-
daterna till p(z), vid olika grad av trunkerad SVD. Av de sexton kandidaterna
ska vi vélja en bésta 16sning. Sista bildens kurvor &r alla sa svéngiga att vi
forkastar dem. Nagon av kandidaterna 9 — 12 4r nog den bésta approxima-
tionen till p(z) som vi kan fa; vi bestammer oss for kandidat nummer tio. I
fantomfall som detta har vi tillgang till den sanna l6sningen. Pa nésta sida
visas den tillsammans med var utvalda kandidat.

36 matdata f Kandidater 5 - 8

7 Fmy 12

* K Hk,

* *
6 * * s 10
* * *
5 * * * * 8
*
* *
4 * * 6
* *% * *
3 * 4
* *x 1
2f ¥ 2
*
*
1 0
0 2 4 6 0 2 4 6
Kandidater 9 — 12 Kandidater 13 - 16

clear, clf

m=36; dy=6/m; y=(dy:dy:6)’; % m = antal data
N=60; dx=6/N; n=N-1; x=dx*(1:n); X=x’; % n = antal obekanta
beta=1.5

K=zeros(m,n) ;
for i=1:m

for j=1:n, d=y(i)-x(j);

if abs(d)<beta, K(i,j)=(1l+cos(pi*d/beta))/(2*%beta); end, end
end
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load £36

subplot(2,2,1), plot(y,£36,’*’), title([’36 m&tdata £’]), hold on
A=Kxdx;

[U,Sigma,V]=svd(A); sigma=diag(Sigma)
nsigma=length(find(sigma>0.002*sigma(1))) % kasta smd sing.vérden
d=U’*£36; z=d(1l:nsigma)./sigma(l:nsigma);

% Titta p& kandidatldsningarna 5 - 8, 9 - 12, 13 - 16
pkand=V(:,1:4)*z(1:4);
for b=2:4
subplot(2,2,b)
for k=(b-1)*4+1 :bx4
pkand=pkand+V(:,k)*z(k); plot(X,pkand), axis([0 6 O 12]), hold on
end
title([’Kandidater ’ int2str((b-1)*4+1) ’ - ? int2str(bx4)])
end
nk=input (’Vilken kandidat verkar b&st? ’);
pkoll=V(:,1:nk)*z(1:nk);
subplot(2,2,1), plot(X,pkoll, X,ffred0(X),’:’)
xlabel([’Vald kandidat ’> int2str(nk) ’ samt sann 1l6sning prickad’])

Vald kandidat 10 samt sann l6sning prickad

I figuren ar den valda tionde l6sningskandidaten till =
parameterfunktionen den heldragna kurvan, medan s
den sanna fantomfunktionen p(z) dr den prickade -«
kurvan. 2

6.4 Liten datortomografi

Vi ska studera ett plant datortomografiproblem som
inte dr storre &n att det ar Gverblickbart. Inom en
kvadrat finns en eller flera kroppar géomda och det
géller att lokalisera dem med hjilp av en métapparat
som lyser genom omradet i ett antal stralriktningar.
Apparaten registrerar graden av svértning, beroende
péa hur mycket kropp som finns i vigen for stralen.

1 2 3 4 5
De m erhallna métvirdena lagras i vektorn g. Om vart rutndt dr 5 x 5 finns
n = 25 obekanta p-varden (s& kallade pixels) for kroppslokaliseringen. Det
leder till ett linjart ekvationssystem Ap = g dédr m X n-matrisen A ges av
métriktningarna och pixelnumreringen.

Fem horisontella stralméatningar foljt av fem vertikala ger de forsta tio
raderna i matrisen A (forvissa dig om matrisstrukturen sa langt). Dérefter
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foljer tio stralar med 45° positiv lutning — den elfte stralen som ger upphov
till elfte matrisraden lyser bara genom rutnétets 6vre vénstra horn (pixel
nr 1) och tjugonde stralen genom rutnitets nedre hogra horn (pixel nr 25).
Till slut gors tio matningar med stralar med 45° negativ lutning, rutnatets
ovre hogra horn (pixel nr 6) skannas av tjugoforsta stralen och nedre vénstra
hornet (pixel nr 21) skannas av trettionde stralen. I detta fall géller alltsa
m = 30. De erhallna svartningsvéirdena for de trettio stralarna visas i hogra

figuren.
Matris A m=30 n=25 Métdata

5

10
15 2
20
1
% ; I I
5 10 15 20 25 0 10 20 30

Minstakvadratlosningen till ekvationssystemet erhalls bést med singulér-
vardesfaktorisering. I vart fall har vi flera métningar 4n antal obekanta, men
det visar sig nir man tittar pa singularviardena att endast 21 av dem &ar skil-
da fran noll. Det innebér att alla métningar faktiskt inte &r oberoende av
varandra.

Vid storre problem med ett finare rutnét blir antalet obekanta mycket
storre, medan antalet méatvarden inte kan okas sa mycket. Manga méatningar
kan vara dyrbart (och obehagligt fér den tomograferade patienten). Da far
vi ett underbestdmt ekvationssystem, men SVD fungerar ju &ven pa sadana.
Hur manga singulérvirden som ska tas med far man préva sig fram till.

Var fantom antas ha virdet ett Gverallt dér kropp finns och noll for
ovrigt. Vid rekonstruktionen, alltsé efter 16sning av ekvationssystemet, blir
ju pixelvirdena mer utsmetade mellan noll och drygt ett. Vi avrundar alla
viarden som &r mindre &n 0.5 till 0, och alla viarden storre dn 0.5 till 1 fore
uppritningen av de olika 16sningskandidaterna.

% tomografi, liten datortomografi
clear, figure(2), clf, figure(1l), clf
B=0.5x[1 0000; 11000; 01100;00110;00011; 0000 1];

nb=5; n=nb~2; m=30; % n ar antal obekanta, m antal mitdata
A=zeros(m,n) ; % bygg upp matrisen A
for i=1:5
k5=b*(i-1)+1 : 5*i;
A(i,k5)=ones(1,5); % 5 horisontella métningar
A(6:10,k5)=eye(5); % 5 vertikala mdtningar
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A(10+i:15+i,k5)=B; % 10 mdtningar snett uppat
A(20+1:25+1,k5)=flipud(B); % 10 mdtningar snett nedat
end
colormap(gray(3)), subplot(2,2,1), imagesc(A)
[U,S,V]=svd(A); s=diag(S); mns=length(find(s>0.001*s(1)))

Matdata, intensitetsdata

ghv=[2 2320 21141]%; % data, strdlar horis. och vertik.
gu4b=[0 0 1 2.5 2 1.5 1.5 0.5 0 0]’; % data, stradlar snett uppat
gn4b=[0 1 2 1.511110.50]; % data, strdlar snett nedat
g=[ghv; gu4b5; gn4b]; % hela m&dtdatavektorn
subplot(2,2,2), stem(l:m,g), title(’M&dtdata’)

utg=U’*g;
Losningskandidater berdknas och ritas upp
figure(2), colormap(gray(2))
koll=[ns-13 ns-10 ns-7 ns-4 ns-2 ns];
k=koll(1)-1; z=utg(l:k)./s(1:k); pkand=V(:,1:k)*z; nr=1;
for k=koll(1):ns
zk=utg(k)/s(k); pkand=pkand+V(:,k)*zk;
if k==koll(nr)
Q=pkand>=0 & pkand<=1; W=pkand>1; pp=Q.*pkand+W; % fixar O0<=pp<=1
Pcand=reshape (pp,nb,nb) ’; % matris av vektorn pp
subplot(2,3,nr); imagesc(l-Pcand), axis image
title([int2str(k) ’ sing.v.’]), drawnow, nr=nr+l;

end
end
8sing.v. 11 sing.v. 14 sing.v.
1 1 1
2 2 2
3. 3 3
4 4 4
5 5 5
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
17 sing.v. 19 sing.v. 21 sing.v.
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 5
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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7 Randvardesproblem vid ODE

I grundkursen i numeriska metoder orienterades om inskjutningsmetoden
och finitadifferensmetoden fér hantering av randvérdesproblem vid ordindra
differentialekvationer (ODE) av andra ordningen: d?y/dz? = f(z,y, dy/dz),
med givna randvillkor y(a) = yo och y(b) = ysue. Hogerledet f(x,y,y)
utgors av ett kint funktionsuttryck och sokt ar y(z) — eller snarare en god
numerisk approximation till y(z) — i intervallet a < x < b.

7.1 Inskjutningsmetoden

Inskjutningsmetoden innebér att randvirdesproblemet omformas till ett be-
gynnelseviardesproblem genom att man sa bra som mojligt gissar begynnel-
sederivatan — alltsd gor ett provskott. S& loser man differentialekvationen
med bésta tdnkbara metod, t ex Runge-Kuttas metod RK4 eller ode45, ser
vad man far for slutviarde vid x = b; gissar nytt virde pa startderivatan,
16ser differentialekvationen, ser pa slutvirdet etc. Sekantmetoden® anvinds
for effektiv bestamning av startderivatavérdet, sa att avvikelsen mellan det
erhallna slutvirdet och det onskade slutvérdet yg,; ligger inom en i forvig
bestdmd felgrans.

7.2 Finitadifferensmetoden — FDM

Finitadifferensmetoden innebér ett helt annat angreppssétt av randvérdes-
problemet. Vi betraktar till att borja med samma typ av randvardesproblem
som ovan, alltsd en andra ordningens ODE med givna randvérden.

Gor en diskretisering av intervallet a < x < b, dvs dela intervallet i N
delintervall med steget h = (b —a)/N.

Lat x; beteckna de kénda z- o

virdena z; = a+ih och yi po—¢ 2, o 3 rn=b
de okénda y-vérdena y(z;).

Antalet obekanta &r n = N —1 i typfallet med kidnda randvérden for y(a)
och y(b). Nésta skede i algoritmen &r att ersitta alla derivator med diffe-
renskvoter. Det innebér att differentialekvationen kommer att approximeras
av en uppsattning differensekvationer. Approximationen blir battre ju fina-
re steg h som anvants i diskretiseringen. Antalet differensekvationer ar lika
stort som antalet obekanta och tillsammans bildar de ett ekvationssystem
for bestdmning av de okédnda y;-virdena.

6Se NAM avsnitt 6.4 eller Heath avsnitt 5.2.4.
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Om differentialekvationen ar linjar i y och dess derivator, alltsd om den
har formen d%y/dx? + p(z) dy/dx +q(z)y = f(z), leder finitadifferensmeto-
den till ett linjart ekvationssystem med en tridiagonal systemmatris.

7.3 Derivataapproximationer

Differenskvotformler som approximation till forstaderivatan studeras i NAM
avsnitt 1.3. Dér visas hur man med hjilp av taylorutveckling kan héarle-
da trunkeringsfelet. For framéatdifferenskvoten v'(z;) ~ (yi41 — y;)/h &r
trunkeringsfelet proportionellt mot steget h, vilket brukar skrivas O(h). For
centraldifferenskvoten y/(z;) =~ (yi11 — yi_1)/2h &r felet O(h?).

Vid behandling av randvardesproblem med FDM vill vi ha goda derivata-
approximationer och utnyttjar darfor centraldifferenskvoten for forstaderi-
vatan. For andra-, tredje- och fjardederivatorna kan nedanstéende differens-
formler hirledas, samtliga med trunkeringsfel O(h?).

(i) = 5 (Yir1 — Yi-1)

y'(z;) ~ %(?Jiﬂ — 2ui + Yi—1) )
y"(z;) = ﬁ(%’w —2Yit1 + 2Yim1 — Yi-2)
Y (1)~ 2 (Yire — Witr + 6y — Ayt + Yioo)

Studera Heath avsnitt 10.1, 10.2, 10.5, 10.4.

7.4 Tva exempel, FDM pa linjiart och ickelinjirt problem

I NAM avsnitt 8.7.3 finns en detaljerad behandling av finitadifferensmetoden
pa foljande linjara randvardesproblem:

y' +avry = (6-y)z, y(0)=1, y4)=-1, 0<z<4,

for nagra olika virden pa parametern a. Studera algoritmen!

Randvérdesproblemets differentialekvation kan vara mer komplicerad med
ickelinjara y- och y/-forekomster. Finitadifferensmetoden leder i dessa fall
till ett ickelinjért ekvationssystem for bestdamning av y;-vardena. Det 16-
ses iterativt med Newtons metod som krdver goda startgissningar, vilket
kan kréva visst trixande i berdkningsarbetet. Jacobianmatrisen blir i FDM-
tillimpningar alltid en bandmatris.

40



Den ickelinjéra differentialekvationen 3” + cy? = (6 — y)x med parame-
tervirdet ¢ = 0.1 och med randvérdena y(0) = 1, y(4) = —1 behandlas
utforligt i NAM avsnitt 8.7.4. Studera I6sningsforfarandet med det taktiska
greppet att forst angripa det linjara problemet da ¢ = 0 och sedan etappvis
gora problemet alltmer ickelinjart. Detta forfarande som innebér att man
uppdaterar startgissningarna successivt vid tilltagande ickelinjaritet kallas
pa engelska "imbedding” (forsvenskas till inbdddning).

7.5 Olika typer av randvillkor

I exemplen hittills har randvillkoren varit av den snélla typen som kallas
dirichletvillkor och som innebér att funktionsvérdet &r kint i randpunkten.

Vid FDM diskretiseras intervallet a < = < b i N stycken delintervall
med h = (b — a)/N enligt figuren tidigare. Nar bada randvillkoren ar av
dirichlettyp ar y(a) = yo och y(b) = yn kiénda och antalet obekanta blir
n = N — 1. En specialbehandling av differensekvationerna maste goras for
i = 1 (som innehaller det kénda yo samt de obekanta y;, y2) och for i = n
(som innehaller y,,_1, y, och det kinda yy).

Om ett randvillkor innehéller en derivata, t ex pa vanligaste formen
y'(b) = 0 eller blandformen 3/(b)—0.1(y(b)—17) = 0, kallas villkoret for neu-
mannuvillkor. D& blir situationen nagot knepigare. Dels maste den ingaende
derivatan approximeras med en differenskvot av samma noggrannhetsord-
ning som ovriga derivataapproximationer. Dels maste man noga tdnka Gver
hur antalet obekanta n hanger ihop med antalet diskretiseringsintervall N.
I sjélva verket ar detta den egentliga stotestenen vid FDM och kréver alltid
stor omsorg!

Anta att vi har ett randvéirdesproblem med ként y(a) = yo, men med
hogra randvillkoret ' (b)—0.1(y(b)—17) = 0. Eftersom vérdet y(b) = yy inte
ar kint, kommer antalet obekanta att vara lika manga som antalet intervall,
alltsa n = N.

Approximera derivatan vid x, = b med centraldifferenskvot. For att
kunna gora det infors en tillfallig spokpunkt y,,+1. Neumannvillkoret ersétts
av (yn-i-l _yn—l)/Qh_O'l(yn - 17) = 07 som ger Yn+1 = Yn—1 +02h(yn - 17)

Specialbehandling méaste dven nu goras av forsta och sista differens-
ekvationen, alltsi for ¢ = 1 och for ¢ = n = N. I den sista ekvationen
ingar yn_1, yn och y,y1, men spokpunkten y,,1 dr inte 6nskvéird utan er-
sétts av yp,—1 + 0.2h(y, — 17). Sista differensekvationen kommer déarfor att
kunna uttryckas i enbart 1,1 och y,.
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7.6 Utbojning av en cirkelplatta

En cirkelplatta med radien R = 60 mm och tjockleken 7 = 2.0 mm &r
léngs periferin fritt upplagd pa en cirkelformad ram. Cirkelplattan belastas
med ett jamnt fordelat radiellt beroende tryck ¢(r). Utbéjningen kommer
darfor enbart att fa radiellt beroende och vi vill berdkna utbdjningen w(r)
fér 0 < r < R. Den bestéams av foljande fjarde ordningens differentialekvation
dér E, v och v, ar givna materialkonstanter:

du 2d%u vy d*u vy du q(r) mE
duw 2dw  ydu ydu o qr) .5
dr*  rdr3  r2dr2  r3dr D 12 (6)
Vid randen r = R géller att utbojningen och momentet M, bada &r noll.
Eftersom momentet bestéms av M, (r) = —D (u” + v, /1) far vi
uw(R) =0 och u"(R)+ v,/ (R)/R = 0. (7)

Vid r =0 bestdms randvillkoren av symmetrin, alla derivator av udda ordning
maéste vara noll: 4/(0) = 0 och «”/(0) =0 (utbdjningen dr en jamn funktion
av variabeln 7).

Vi tillampar FDM och boérjar med att diskretisera intervallet 0<r <R i
N delintervall: r; =i-h med h = R/N. Approximera alla ingdende derivator
i (6) med differenskvoterna enligt formlerna (5). Efter multiplicering av bada
sidor med h* uppkommer differensekvationerna

2
(Wir2 = dutiss +6u; — duiy +ui-2) + s (ir2 — 2uit1 + 2ui—1 — uj—g) —
7
2 5 )
ol v h*q(ri)

Att multiplicera bada sidor med det inverterade hogerledsuttrycket #in)
ar ett trick som inte &r nédvindigt har men som underlattar vid egensving-
ningsberékningarna senare.
Efter sortering av termerna ovan och multiplikation med m; = %
erhalls
ajui—2 + biui—1 + ciu; + diviv1 + ejuire = fi med (8)

[ ai :mi(l—%)

i(
c; = m;(6 + QZQ )
z:mi(_4_%«_? —%24‘3,@)
e; =m;(1+ TE)
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Kring cirkelplattans mittpunkt r=0 rader symmetri. Utbdjningsfunktionen
u(r) blir da en jamn funktion med egenskapen att alla uddaderivator ar noll.

Uy —uU—1

T 0, dvs u_y =uy. (9)

Villkoret «/(0) = 0 approximeras av
Utbdjningen vid r = ro = 0 utgors av det okdnda vardet ug. Hur far vi in
det i den numeriska behandlingen? En differensekvation for ¢ =0 &r ju inte
lampligt att stdlla upp, eftersom rgy finns i ndmnaren pa manga stéllen.

Det finns dock ett numeriskt knep. Vi vet att u(r) &r en jdmn funktion.
Serieutveckla kring r=0. Endast jimna potenser av r ingar, och for tillréck-
ligt litet » kan man bryta efter 72-termen, alltsa u(r) = ug + C r? + O(r%).

Satt forst in r = h i formeln, det leder till u(h) = u1 ~ ug + C h2.
Sitt sedan in » = 2k i formeln, det ger u(2h) = ug ~ ug + C (2h)2.
Eliminera C' genom att multiplicera forsta ekvationen med 4 och darefter

subtrahera den andra ekvationen. Det ger 4uq — uo = 3ug. Virdet ug kan
alltsi uttryckas i w3 och ug (med ett fel O(h*)) och blir

up = (duy — u2)/3. (10)

Randvillkoren (9) och (10) kan séttas in i differensekvationen (8) for i =1
och 1=2:

i=1: aju_1+brug+ crus +diug +ejuz = fi
= ajui + bl (4U1 — UQ)/B +cluy + d1UQ + ejuz = fl
= (a+a1+ %51)1“ + (d1 — %bl)UZ +e1uz = fi

1=2: agug+ bouy + coug + dous + esug = fo
— a2(4u1 — ’LLQ)/3 + bouy + coug + daus + esug = fg
— (bg + %ag)ul + (CQ — %CLQ)UQ + doug + esuy = fo

Nu tar vi itu med randen vid » = R. Eftersom vi vet att u(R) = 0, sa ar
det viardet vid r = R — h som kommer sist av de n obekanta u-virdena och
darmed betecknas u,,. Antalet obekanta ar alltsd n = N — 1. Derivatorna i
randvillkoret (7) approximeras av differenskvoter, vilket kraver tillgang till
tva spokpunkter u, 41 och u, 2. De bada randvillkoren i (7) kan da uttryckas:

Un+2 — 2un+1 + up Vor Unp42 — Up

h2 R o

Up4+1 = 0 och

L&s ut up4o och utnyttja att u,+1 = 0. Det leder till foljande samband:

Vrh _ Vgrh
2R D/ 2R

Unt+1 =0 och upio=rKu, dar k= ( +1)
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Dessa uttryck sétts in i differensekvationen (8) for ¢ =n — 1 och i = n:

t=n—1: ap_1Up_3+ by 1Up_2 + Cp1Up_1 + dp_1Up + €y U1 = frn1

= Ap—1Unp—3+bp_1Up_2 + cp_1Up—1 +dp_1uy, = fn—l

1="N: Aulp—2 + bptn_1+ Cutly + dptni1 + eptno = fi
= apUp—2 + bnun—l + (Cn + /ien)un = fn

De 6vriga differensekvationerna (fran i = 3 till och med ¢ = n—2) paverkas
inte av randvillkoren.

Nu kan vi sammanstélla allt i ett ekvationssystem pa matrisform Au = f
dar matrisen far féljande utseende:

cﬁ—aﬁ—%bl dl—lbl el 0 0 0 0
b2—|—§a2 Co— 302 do €s 0 0 0
as bs Cc3 ds es 0 0
0 a4 b4 Cyq d4 €yq 0
A= 0 0 0
0 cee 0 ap—2 bn—Q Cn—2 dn—Z €n—2
0 0 . 0 Anp—1 bn—l Cn—1 dn—l
0 0 0 . 0 an b, ¢, + Kkep

(11)
Det ar en bandmatris A med bandbredden fem. Hogerledet f ar en vektor
med komponenterna f; = —1. LoOsningen av det linjara systemet utgor de
obekanta utbojningsvardena w;, ¢ = 1,2,...,n. Nar de ar kinda far vi ocksa
ut nedbdjningen vid r = 0 ur sambandet (10).

Matlabs sparse-matrisfinesser

Vi ska prova pa att utnyttja MATLABs sparsematrisfinesser som gor berak-
ningar med glesa matriser mycket effektivare d&n den vanliga fullsystemlsa-
ren. Lagringen av bandmatrisen gérs minnessnalt — nollorna utanfér bandet
ar ointressanta. S& hér definieras en n x n bandmatris med fem diagonaler:
A=spdiags(Aband,-2:2,n,n);

Den vanliga satsen u=A\f anvinds pa den villagrade matrisen, men nu 16-
ses systemet pa effektivt sitt (motsvarar ungefir kurskatalogens tridia for
tridiagonala system).
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I vart fall ska Aband byggas upp sé hér:

as bzﬁ-%ag 614-a1ﬁ-%b1 0 0
aq bg CQ—‘%GQ dl—-%bl 0
as b4 C3 dg €1
Qp, bn—l Cn—2 dn—3 €n—4
0 by, Cn—1 dp—2 €n—3
0 0 Cp + Kep dn—1  €n—2

Nu kan vi skriva ett program fér berdkning och uppritning av utbdjningen
for cirkelplattan med R = 0.060 och 7 = 0.002 (lingdenhet m). Material-
konstanterna &r E = 1.0 - 10® (styvhet i N/m?), v = 3.6 och v, = 0.24
(dimensionslésa). Trycket pa plattan dr ¢(r) = 300 (1 — r2/R?) (N/m?).

Belastad cirkelplatta
T T T

0.01

Lat oss borja med att dela in- o
tervallet 0 <r < Ri N =25 _°
delintervall, alltsid 24 obekanta. -oo
Vi upprepar sedan berdkningen
med 50, 100, 200 och 400 inter-
vall — ju finare indelning, desto 2

béattre noggrannhet. 005

L L L L L L L L L L L
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 [ 001 002 003 0.04 0.05

T 1
-0®Bs -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
Fo6r utbojningen g i mitten av cirkelplattan erhalls vardena (hér i mm):
—4.191 —4.289, —4.336, —4.359, —4.369. Det kravs alltsa 400 intervall for
att resultatet ska fa mer &n tvéa korrekta siffror.

% cirkellplatta
clear, clf

E=100e6; g=3.6; v=0.24; % materialkonstanter
tau=0.002; % 2 mm tjock platta
R=0.060; % radie 6 cm

q0=300;

D=Extau~3/12;

N=25; unoll=[];

for nr=1:5 % Los med N=25,50,100,200,400
n=N-1; h=R/N; r=h*(1:n)’;
q=q0*(1-r.~2/R~2);
m=D./(q¥h~4);
alfa=h*v/(2*R); k=(alfa-1)/(alfa+1);
a=m.*(1-h./r);
b=m.*(-4+2%h./r-gxh~2./r.~2-gxh~3./(2%r.~3));
c=m.*(6+2xg*h~2./r.~2);
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=

=

d=m.*(-4-2%h./r-gxh~2./r.~2+g*h~3./(2%r.~3)) ;
e=m.*(1+h./1);
f=-ones(n,1);

dia=c;

dia(1)=c(1)+a(1)+4/3*b(1); dia(2)=c(2)-a(2)/3; dia(n)=c(n)+k*e(n);
supl=d(1:n-1); sup1(1)=d(1)-b(1)/3; sup2=e(1:n-2);

sub1=b(2:n); sub1(1)=b(2)+4/3*a(2); sub2=a(3:n);

Lés med Matlabs sparse

Aband=[[sub2;0;0] [subl;0] dia [0;supl] [0;0;sup2]];
A=spdiags(Aband,-2:2,n,n);

u=A\f;

u0=(4*u(1)-u(2))/3; unoll=[unoll u0l]; % vardet vid r=0
rr=[ 0; r; R];

uu=[u0; u; 0];

3D-bild av utbéjningen
if nr==
£i=0:2%pi/30:2*pi; cf=cos(fi); sf=sin(fi);
X=rr*cf; Y=rr*sf; Z=uu*ones(size(fi));
surf(X,Y,Z), hold on, colormap copper, shading flat
plot3(R*cf,R*sf,0%fi), axis([-R R -R R -0.005 0.001])
end
N=2%N;

end
u0_mm=1000*unoll % nedbdjning i mm

7.7 Egenvirdesproblem vid ordinira differentialekvationer

Vi ska nu studera egenvirdesproblemet for differentialekvationen

dar G(z) ar en kiind funktion. Man 6nskar bestdmma det till beloppet minsta

Gla)5 =ay, y(0) =0, y(L)=0,

virde «, for vilket en icketrivial 16sning y(z) existerar for 0 < z < L.

For numerisk behandling anvéander vi finitadifferensmetoden och kan dér-
igenom overfora differentialekvationsproblemet till ett egenvirdesproblem for
en matris. Dela intervallet i N delar (t ex N =50) med léngden h = L/N

och diskretiseringspunkter vid x; =¢-h, i =0, 1, 2,..., N.

Randvérdena yg och yy ar kdnda, medan y1, 9, ..., ynv_1 ar obekanta kom-

ponenter; vi infor n = N — 1.

Differentialekvationen approximeras nu av differensekvationerna

G(CEl) Yi+1 hy;‘i‘yz 12043/1’, i=1,2... . .n
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Vi infér beteckningen g; = G(x;)/h? och sorterar om termerna:

9iYi—1 — 29iYi + GiViv1 = oy, 1 =1,2,...,n.

Granska forsta och sista ekvationen som innehaller randvardena. Eftersom
dessa &r noll far vi: —2g1y1 + g1y2 = ay1 och ¢,.Yn—1 — 29,Yn = QY.
Allt kan nu sammanfattas 1 matrisform:

291 &1 0 0 aE 0 Y1 Y1
92 —292 92 0 o 0 Y2 Y2
0 93 —293 g3 o 0 Y3 Y3

. . . . . . . =« .
0 0 0 In—1 _2gn—1 In—1 Yn—1 Yn—1
0 0 0 O gn _29n Yn Yn

Problemet har nu omformats till ett egenvirdesproblem Ay = «y for en
tridiagonal n X n matris. Inversa potensmetoden ar lamplig for berdkning av
det till beloppet minsta egenvérdet till det approximerande matrisproblemet.

For att fa en uppfattning om tillférlitligheten bor berdkningarna géras om
med halverat steg h i diskretiseringen (férdubbling av antalet intervall N).
Upprepa tills det berdknade a-vérdet 6verensstammer med foregaende med
onskad tolerans. Eftersom differenskvoten som utnyttjas som approximation
till andraderivatan har trunkeringsfelet O(h?), kan noggrannheten forbéttras
genom richardsonextrapolation (se NAM avsnitt 3.8).

7.8 Egensviangningar for cirkelplattan

Vi betraktar samma cirkelplatta som i utbojningsproblemet (6), men nu
galler det att finna de lagsta egensvingningstillstanden hos plattan néir den
utsitts for trycket ¢(r) = 300(1 — 72/R?). Problemet #r ett egenviirdespro-
blem for differentialekvationen

du  2du vy dPu  ydu  q(r) ,

PR o i R
med samma homogena randvillkor och samma materialdata som tidigare.
Konstanten w i hogerledet &r vinkelfrekvensen fér den harmoniska sving-
ningsrorelse i tiden som plattan utsatts for. Vissa frekvenser, de sa kallade
egenfrekvenserna, ger resonans i plattan. Vi vill bestdmma de tre lagsta
egenfrekvenserna och tillhérande egenfunktioner.

Utnyttja samma finitadifferensapproximation som vid cirkelplattans ut-
D

bdjning och samma multiplikationstrick med m; = Wagr)
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Det innebér att vinsterledet far formen Au med exakt samma matris (11)
som i utbdjningsproblemet. Hogerledet blir w?u vilket kan skrivas Au.
(Multiplikationstricket innebér att inget r-beroende finns kvar i hogerledet).

Nu har problemet omvandlats till ett egenvirdesproblem Au = Au for
den glesa matrisen A. Néar ett visst egenviarde A och tillhérande egenvektor
(egensvangningsmod) har raknats ut bestdms tillhorande egenfrekvens w ur
w=vA\

For att fa god noggrannhet kan en tit diskretisering behévas, vilket inne-
bar att matrisen blir stor och eig(4) tidskravande. Vi ar ju endast intressera-
de av de tre till beloppet minsta egenvirdena med tillhérande egenvektorer.
I MATLAB finns [V,D]=eigs(A,antal,’sm’) som klarar av detta och som
kommer att utnyttjas i koden.

En effektiv alternativ metod om man inte har tillgang till eigs (A) &r in-
versa potensmetoden med skift. For att fa lampliga skift 16ser man egenvér-
desproblemet med eig(A) for en grov diskretisering, forslagsvis 25 intervall
da matrisen dr 24 x 24. Med sort(eig(A)) fas sorterade egenvéirden. De tre
erhallna minsta viardena far utgora skiftvirdena i inversa potensmetoden for
berdkning av 6nskade egenvéarden och egenvektorer vid en tét diskretisering.

Figurerna nedan visar egensvingningsmoderna for grundfrekvensen och
de tva ndrmast hogre egenfrekvenserna for var cirkelplatta. Berdkningar har
gjorts for diskretisering i 25, 50, 100 och 200 intervall. Egenfrekvenserna blir
w =16.9, 147, 383.

De tre lagsta egensvéngningarna

002 T T T T T T T
_002 1 1 1 1 1 1 1
-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
radie

Egensvangn.mod 1
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% cirkellsvang
% Egensvéngningar foér cirkelplattan

% Identiskt med cirkellplatta

D=Extau~3/12;

subplot(4,1,1), plot([-1.2%R 1.2%R],[0 0],”:?)
axis([-1.2%*R 1.2*%R -0.02 0.02]), hold on

title(’De tre forsta egensvéngningarna’), xlabel(’radie’)

N=25;
for nr=1:4 % Loés med N=25, 50, 100, 200

% Identiskt med cirkellplatta
A=spdiags(...);
rr=[0; r; R];
opts.disp=0; % Undertrycker iterationsutskrift

[V,Lamb]l=eigs(A,3,’sm’ ,opts) ;
lamb=diag(Lamb) ’

for mod=1:3
y=V(:,mod) ; % Egenvektor
yO=(4*y (1) -y(2))/3; % Vdrde vid r=0 enligt formel(10)

yy=[yo; y; 01;

ysvang=yy*sign(y0)/norm(yy,inf)*0.01; % Normera, maxvirde 0.01
subplot(4,1,1)

plot(rr,ysvang,-rr,ysvang)

% 3D-bild av egensvingningarna vid diskretisering i 50 intervall
if nr==
£i=0:2%pi/30:2%pi;
X=rr*cos(fi); Y=rr*sin(fi); Z=ysvang*ones(size(fi));
subplot(4,1,1+mod), surf(X,Y,Z)
hold on, shading flat, axis off
title([’Egensvingn.mod ’ int2str(mod)])
end
end
N=2%N;
end
omega=sqrt (lamb)
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7.9 Galerkins metod for randvardesproblem

Den idé som framgangsrikt utnyttjas vid minstakvadratproblem, alltsa att
modellera en sokt funktion y(z) med en linjarkombination av basfunktioner

y(x) ~ Y cpdi(x)

ar tillamplig ocksé vid behandling av randvérdesproblem vid differential-
ekvationer. Vi ska studera tva losningsforfaranden, Galerkins metod och
kollokation, som bada grundar sig pa ansatsen med basfunktioner och till-
hor familjen finitaelementmetoder (FEM). Det innebér att man tillampar
ett helt annat angreppssétt dn vid finitadifferensmetoden (FDM).

7.9.1 Ansats med hattfunktioner

Lat oss betrakta det linjara randvirdesproblemet:

V' +p@)y +q@@)y=f(z), a<z<b, yla)=oa, yb)=p6, (12)

dar p(x), g(x) och f(z) dr kéinda funktioner. Det géller att approximera 16s-
ningen till differentialekvationen med en dndlig linjirkombination Y cx¢p ()
av pa forhand valda basfunktioner. I Galerkins metod &r det naturligast och
enklast att lata basfunktionerna besté av linjéara splines, de sa kallade hatt-
funktionerna H;(z) som presenterades i avsnitt 5.2.1. Nedan betecknar vi
dock hattfunktionerna med ¢;(x) och numrerar dem fran noll till N.

For knutpunktsplaceringen be-

hévs en indelning xg, x1,...,TN

av omradet a < x < b, dir g o

och x sammanfaller med dnd- \ B \
punkterna, alltsd g = a och N . )
xny = b. Vi infor som vanligt \ e N
hi = ziv1 — 2.

Basfunktionerna ¢;(x) ér noll 6verallt utom i intervallet [x;_1, x;41] dér de
ser ut som toppiga hattar och definieras av

oy @=zia)/ i1, v <x <y
di(z) = { (Tiy1 —2)/hi, i <z < x4 (13)

De yttersta hattfunktionerna ¢y och ¢y kan betraktas som halva hattar:
do(z) = (x1 — x)/ho, o < x < 1 och noll for 6vrigt. For den hogra géller
¢n(z) = (x —aN-1)/hN-1, ZN-1 <z < TN,

50



Med Galerkins metod soker man en god approximation u(x) = chvzo ckdr(x)
till differentialekvationens exakta l6sning y(x).

Nér en funktion u(z) skrivs som en linjarkombination av hattfunktioner
giller sambanden u(z;) = ¢;, och u(x) blir den polygonkurva som passerar
genom punkterna (z;, ¢;), i =0,1,2,..., N (se dven avsnitt 5.2.1). Denna
fortraffliga egenskap innebér att koefficienten ¢y Gverensstdmmer med rand-
vardet y(a) = « och att ¢y Gverensstammer med y(b) = 3, alltsa

co=a, cny=/p. (14)

Kvar finns n =N — 1 stycken okdnda koefficienter cy,...,c,, och vi maste
kunna stélla upp n ekvationer for att bestdmma dessa.

7.9.2 Galerkins ortogonalitetsvillkor

Liksom man vid minstakvadratmetoden utnyttjar den viktiga egenskapen
att residualvektorn ar ortogonal mot basvektorerna (NAM avsnitt 2.3), sa
finns motsvarande ortogonalitetsvillkor i Galerkins metod.

Vi behover en definition for begreppet ortogonalitet hos funktioner:

Tva funktioner f och g &r ortogonala pé intervallet [a, b] om

b
/ f(@)g() dz = 0.

Jamfor motsvarande definition nér det géller vektorer:
f och g #r ortogonala om f7'g—0.

Bilda residualen r(x) bestdende av differentialekvationens hogerled minus
dess vénsterled, dar y(x) i (12) ersétts av sin approximerande funktion u(x) :

)i
r(@) = f(z) = (u(z) + p(2) () + q(z)u(z)). (15)

Avsikten &r nu att forsoka bestdmma koefficienterna i u(z) sa att residual-
funktionen blir ortogonal mot basfunktionerna, dvs sa att féljande ortogo-
nalitetsvillkor ar uppfyllt:

b
/ r(x)¢i(x)dx = 0. (16)

Inséttning av residualfunktionen (15) (med ombytt tecken) leder till
b
/(u”+pu’+qu—f)¢id:v20, 1=1,2,...,n (17)
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dar wu star for linjarkombinationen av hattfunktioner.

Forsta termen i (17) som innehaller u” medfor lite trassel pa grund av
den ickeexisterande andraderivatan hos hattfunktionerna. Men pa u”-termen
i integralen kan partiell integration utforas:

/ab u' ¢y da = [u/(2) i (2)]) — /ab Wiz = /ab v

Den utintegrerade delen u/(b)¢;(b) — u'(a)d;(a) &r noll eftersom hattfunk-
tionerna for i = 1,2,...,n uppfyller ¢;(a) = ¢;(b) = 0.
Sambanden (17) kan darmed skrivas

—/abulﬁbﬁ-dx—l—/ab(pw—i—qu)d)id:n:/abf@dx

. . N / N / . .
Vistopparinu =) ;" cx¢p ochu' =3 ,"  cpd), och kastar om integrations-
och summationsordningen:

N

ch <— /ab¢;c¢2d$+/abp¢2¢idx+ /aqu)kqﬁid:v) = /abfaﬁi dx

k=0

Lat allt inom parentesen i véansterledet betecknas a;:

b b b
aap = — / Sudlde + / pdldida + / 4 brdude (18)

och infoér beteckningen f; for hogerledsintegralen. Nu kan den i-te ekvationen
i kompakt form skrivas

N
Z Q;kCl = fl (19)
k=0

Alla ekvationer, i = 1,2,...,n, samlas i ett linjart ekvationssystem Ac = f.

7.9.3 Egenskaper hos systemmatrisen

Nér basfunktionerna utgors av hattfunktioner kommer matrisen A att bli
tridiagonal. Hur inser man det? Jo, eftersom ¢;(x) &r noll utanfér intervallet
[#i—1,%i1] s& kommer alla produkter ¢} ¢}, ¢j.¢; och ¢re; i (18) att bli
identiskt noll utom om k£ &r lika med ¢ eller &r ndrmaste granne, dvs k =i—1
eller k =7+ 1. I den i-te ekvationen kommer darfor endast elementen a;; 1,

a;; och a; ;41 att vara skilda fran noll, och ekvation (19) reduceras till

@ i—1Ci—1 + Q3¢ + Qi i11Ci+1 = fi. (20)
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Vi studerar matriselementen lite ndrmare. Elementet a;;—1 innehaller hatt-
funktionsprodukter som &r skilda fran noll enbart i intervallet [z;_1,x;]:

Qji—1 = _/ ¢i 1 pyda +/ p&i_1pidx +/ q¢i—10idr =
Ti—1 Ti—1 Ti—1

i— i—

11 & 1 (x—zi
= —/ dx—i—/ p(z) wdw—i—
Ti—1 x

B hi—l hi—l ie1 hi—l hi—l
Ti (x; — ) (x —x4-1)
d pr—
+/$“ (@)=

- (h - [ e —aie s [ e - —xz—_odx)

i— Ti—1

For elementet a;; striacker sig integrationsintervallet 6ver [z;—1,x;41]:

Tiq1 9 Tiq1 Tit1
aj; = —/ ¢, dx +/ p idide +/ qpidr =
xr 1 xr

i—1 Tj—1

i—

1 Zq x4
= h2— (—hil + / p(x)(x — l'ifl)dx + / q(x)(q; — xil)de> +
1 Ti—1 Ti—1

i— i—

1 Tit1 Tit1
+ﬁ <—hi —/ p(x)(iy1 — x)dx +/ q(x)(@ip1 — x)de>

[ T

Elementet a; ;41 kréver integration 6ver intervallet [z;, z;41] enligt:

Tit1 Tit1 Ti+1
Q41 = _/ ¢;+1¢;dl‘ + / p¢2+1¢idx + / q¢i+1¢idx =
x x

T4

i i

1 Tit1 Ti41
=2 (hi + / p(z) (@1 — x)dx + / q(z)(x — x;)(Tig1 — x)dx)
Matriselementen kan fomuleras mer kompakt med hjilp av beteckningarna
Ti41

P ;= / p(x)(z —zi)de, P, = / p(z) (41 — z)dz,
xr 1 x

i— i

Qi = /w q(z)(z — xifl)zdxa Q2 = /er q(w)(it1 — $)2dx,

i—1 i

S; = /m q(z)(z; — x)(x — x-1)dx

i—
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De tre matriselementen och hogerledet i ekvation (20) blir ddrmed

aiic1 = (hic1 — P+ Si)/h2_,

ag = (=hi—1 4+ Pri + Q1) /h?_ + (=hi — Pa; + Q2,)/h?

aiiv1 = (hi + Pai+ Siy1)/h? (21)
fi = 5= o @)@ —zi)de + 5 [0 f(2) (@i — 2)d.

Om funktionerna p(z), g(z) och f(x) har enkla uttryck kan vi integrera
analytiskt, annars maste vi ta till numerisk integration.

7.9.4 Finslipning av Galerkins algoritm

Forsta och sista raden i ekvationssystemet Ac = f kréaver specialbehandling.
For i = 1 lyder ekvationen aioco + ar1c1 + aiace = fi. Vi vet fran
randvillkoren (14) att ¢y = a och forsta ekvationen blir
ajgcy+aipcy = f1 —appa.

For i =n = N — 1 lyder ekvationen @y n—1Cn—1 4 GnnCn + Gnnt1Cnr1 = fn-
Héar ar ¢,+1 = ey = B kéind och n-te ekvationen blir déarfor

Apn—1Cn—1 T ApnCn = fn — an,n—l—lﬁ-
Sista fasen i algoritmen &r att l6sa det tridiagonala systemet och erhalla ko-
efficienterna ¢y, ¢, ..., ¢,. Komplettera med ¢y och ¢, 11 fran (14). Darmed
har vi funnit den approximativa galerkinlésningen u(x) = fo:o crdr(x) till
randvéardesproblemet.

Exempel: Vi provar Galerkins metod pé& uppgift B20 i Blandade problem:
y' +4y'Jr — 2y/2? = —2(Inx)/2? med randvillkoren y(1) = 0, y(5) = 10.
Losningen ska beréknas och ritas i intervallet 1 < o <5. Utskrift ska goras
av y(3); onskemaélet &ar tre korrekta siffror i detta vérde.

Har giller p(x) = 4/, q(x) = —2/2? och f(x) = —2(Inz)/2%. Vi gor
ekvidistant indelning med steget h = (5—1)/N, forst med N = 10 intervall,
sedan med successiv fordubbling av antalet intervall.

Integralerna Py ;, P> ;, Q14, Q2 och S; kan vi berékna analytiskt:

L

P ;= 4/ 2 (r —xi—q1)/xdx =4(h —z;—1In )
Ti 1

Ti—1

Ti41 .
Py = 4/ (41 — ) /xde = 4(x;41 In 37;:1 —h)

%

Ti—1

Z; e 2 .
Q1= —2/ Mdz =—-2(h—2z;_1In i +h

i1 1132 Ti—1 €T;
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Tit1 . _ \2 . .
Q2 = —2/ @it =0 g~ oL gy T g

k3

S; = —2/ ' (ZL'Z _ x)(a; _ xi_l)dl’ = —2(—2h + ('fi—l + .fl) In ﬁ)
Ti—1 x Ti-1

Hogerledsintegralen f; i (21) kréver numerisk integration — héar utnyttjar vi
trapetsregeln med varje integrationsintervall h delat i atta delintervall.

function randB20galerk % B20 med Galerkins metod

clear, clf

alfa=0; beta=10;

N=10; Ymitt=[]; subplot(2,1,1)

for etapp=1:4
h=4/N; n=N-1; x=1+h*(1:n)’; X=[1; x; 5];
xminus=X(1:n); xplus=X(3:N+1);
P1=4x* (h-xminus.*log(x./xminus));
P2=4x (xplus.*log(xplus./x)-h);
Q1=-2%(h-2*xminus.*log(x./xminus)+h*xminus./x) ;
Q2=-2* (h*xplus./x-2*xplus.*log(xplus./x)+h) ;
S =-2%(-2*h+(xminus+x) .*log(x./xminus)) ;
SN=-2% (-2xh+(x(n)+5) *1og(5/x(n))) ;

F=[1; dh=h/8; % hogerledsintegraler med trapetsregeln
for i=2:N
xL=X(i-1)+dh*(0:8); fL=-2xlog(xL)./xL.~2.*(xL-X(i-1));
xR=X(i)+dh*(0:8); fR=-2%1log(xR) ./xR.~2.*(X(i+1)-xR);
TL=dh* (sum(£L) -0.5*(fL(1)+£fL(9)));
TR=dh* (sum(£R)-0.5% (fR(1)+fR(9)));
F=[F; 1/h*(TL+TR)];
end

dia=(-2*h+P1-P2+Q1+Q2) /h~2;
sup=(h+P2(1:n-1)+S(2:n))/h"2;
sub=(h-P1(2:n)+S(2:n))/h"2;
F(1)=F(1)-alfax(h-P1(1)+S(1))/h~2;
F(n)=F(n)-beta* (h+P2(n)+SN) /h~2;
c=tridia(dia,sup,sub,F);
Y=[alfa; c; betal; plot(X,Y), hold on
Ymitt=[Ymitt Y(N/2+1)]; N=2%N;

end, Ymitt

Losning till randvardesproblemet B20, Galerkins metod
10 T T T T T

Med N = 10, 20, 40, 80 erhalls °f |
for x = 3 successivt: Ymir =
7.7277, 7.7035, 7.6974, 7.6959.
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7.10 Kollokation med bellsplines

Vi betraktar samma randvérdesproblem som tidigare, alltsa (12):

Y +p@)y +q@)y=flx), a<z<bd, yla)=a, yb) =0

Nu ska vi angripa problemet med metoden kollokation. Liksom vid Galerkins
metod ansétter man y(z) som en linjairkombination av basfunktioner

y(@) ~ ) crdr(x).

Men i stéllet for ortogonalitetsvillkor som galerkinmetoden bygger pa, finns
interpolationsvillkor i kollokationsmetoden. Residualfunktionen ska anta vér-
det noll i ett antal interpolationspunkter.

De valda basfunktionerna méaste nu vara tva ganger kontinuerligt deri-
verbara; de ska ndmligen direkt kunna stoppas in i differentialekvationen.
Linjara splines — hattfunktionerna — duger inte langre, ddremot &ar de kubis-
ka bellsplinefunktionerna By (x) som presenterades i avsnitt 5.2 ett gott val
av basfunktioner. Kubiska splines har 6nskade derivataegenskaper, Bj(x)
och B}/(zx) &r kontinuerliga Gverallt.

I differentialekvationen ovan approximerar vi nu y(x) med ZZZ(IJ cx B (z),

derivatan ' (z) av 3310 ex Bi(z) och y(z) av Y000 e By (2).

Varfor summeringen gar fran 0 till n+1 kommer att framga av de fortsatta berédkningarna.
Efter inséattning erhalls

n+1
S ek (BY(2) + pla) By (x) + q(2) By(x)) ~ f(x). (22)
k=0

7.10.1 Kollokationsmetodens interpolationsvillkor

For att kunna bestdmma de okinda koefficienterna cq,cy,...,cpy+1 maste
vi ha tillgang till n + 2 ekvationer. Tva samband kommer fran de kénda
randvérdena y(a) = « och y(b) = B och leder till

n+1 n+1

> aBr(a) =a, > cBib) =4 (23)
k=0 k=0

Vid kollokation utnyttjas interpolation i n punkter for att fa de n samban-
den som aterstar. Man kan plocka ut interpolationspunkter pa méanga olika
sitt, men enklast ar att lata dem sammanfalla med bellsplineuppséttningens
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knutpunkter som i sin tur placeras ekvidistant i intervallet a < z < b med
r1=a, x2=a+h,..., z, =0, dir h = (b—a)/(n—1). Nér knutpunkterna
ligger pa lika avstand kan vi utnyttja bellsplinefunktionerna i avsnitt 5.2.3.
(Har &ndrar vi dock beteckningen 7; till z;.)

7.10.2 Egenskaper hos ekvidistanta bellsplines

Varje bellspline B;(z) ar noll utanfor omradet x;—o < x < z;49. Eftersom
uttrycket (22) ar uppbyggt av basfunktionerna By(x), ..., Bpyi1(x), behovs
férutom de givna knutpunkterna tre stycken till vanster om x; placerade vid
xrg =2x1—h, ©_1 = x1—2h, x_9 = x1—3h, och tre bortom hégra randen:
Tpgl = Tn + h, Tpyo =y + 20, Tpy3 =4 + 3h.

I de fyra intervall dar
den klockformade bell-
splinekurvan &r skild fran
noll géller foljande ut-
tryck for B;(z) och dess ' ‘
derivator: iz A= i it Hir2

B.(x)

Ticg<wx<wmi_1: t=3+(r—mi—2), Bi(x)= %tS, Bl(z) = %tZ, Bl'(z) = %t

=

Bi(z) =1+ 3(t+ 12 — 1)
)

(x—m1), Bl(z)=5(1+2t—3t?)

=

i1 <zx<ux;: t

%
—~
8
S~—"
Il
—~
[

I
w
~
~

) 5
r <wx < Ty t= %(xH_l—x), Bi(x) = %(1+2t—3t2)
1

Tig1 Sx <Zigo: t=g(Tig2—x), Bi(x) = §t3, Bj(x) = —5t% B(z) =5t

Ur figuren och uttrycken ovan kan vi konstatera att vid varje knutpunkt x;
finns bara tre bellsplinekurvor skilda frén noll:

Bi_l(xi) = 1/6 Bz(SL’Z) = 2/3, Bi+1(l’i) = 1/6
B! |(x;) = —1/2h Bli(z;) =0, B i (z;) =1/2h (24)
Bl (@) =1/h*  Bl(w;) = —2/h*, Bi(z;) =1/n?

Det innebér att randvéirdessambanden (23) far féljande uttryck — vi utnyttjar
att a = x1 och b = z,,:

C()Bo(l'l) + clBl(xl) + CQBQ(ZEl) =a = 00/6 + 201/3 + 62/6 = Q.
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Cn—an—l(xn) + Can(l'n) + Cn+an+1(xn) = ﬁ —
Cn_1/6 + 26n/3 + Cn+1/6 = ﬁ

Vi 16ser ut ¢y och ¢,41 eftersom de behovs senare:

co=6a —4c1 —ca, Cpi1 =608—cn_1—4cy. (25)

7.10.3 Interpolationssamband

Nu atergar vi till interpolationssambanden som innebér att uttrycket (22)
ska vara satisfierat (VL=HL) vid knutpunkterna x;, i = 1,2,..., n:

n+1

> ok (BY(xi) + p(ai) By(a:) + q(z:) Br(x:)) = f(z:), i=1,2,...,n.
k=0

Vi infor beteckningen a;; for uttrycket inom parentesen i vinsterledet, alltsa
i = By/(zi) + p(xi) By (i) + (i) Br ().

Tack vare de goda egenskaperna (24) hos bellsplinefunktionerna kommer
endast a;;—1, a;; och a;;41 att vara skilda fran noll i den i-te ekvationen,
dvs de linjara sambanden reduceras till

@i i—1Ci—1 + @i + ajip1cip1 = f(x), 1=1,2,...,n, (26)
dar matriselementen uppfyller (visa detta):

1 p(w) | q(x) 2 2q(wy) 1 p(@i) | q(x)
Uil = gET g T 0 T TRt Ty M T

Med utnyttjande av randvardessambanden (25) bildar de n ekvationerna (26)
ett tridiagonalt ekvationssystem.

7.10.4 Finslipning av algoritmen for kollokation

Som vanligt vid randvirdesproblem méaste man dgna sérskild moda at forsta
och sista raden i ekvationssystemet. I forsta ekvationen (for ¢ = 1) ingar co
som med hjalp av (25) kan elimineras:

a1,0(6a —4cq — CQ) +ai,1¢1 + ajace = f(:L'l)
Lite omstuvning leder till

(a1,1 —4ai9)er + (a12 — arp)c2 = f(21) — 6a oo
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Vid i=n: appn-16n—1+ @nncn + annt1(68 — cn1 — 4ey) = f(x,) =
(an,n—l - an,n—l—l)cn—l + (an,n - 4an,n+1)cn = f(l'n) - 6an,n+16-

Déarmed har vi lyckats stélla upp ett tridiagonalt system for bestdmning
av ¢y, ...,c,. Nar dessa koefficienter berdknats erhalls ¢y och ¢, 1 ur (25)
och kollokationsproblemet &r 16st. Slutligen bor forstas differentialekvations-
losningen Y 375 cx By (z) ritas upp.

Exempel: Vi provar att 16sa randvardesproblemet B20 i Blandade problem
med kollokation. Test gors med 10, 20, 40 och 80 ekvidistanta delintervall
(11, 21, 41, 81 knutpunkter). Funktionen fbelleq som anvénds i uppritning-
en presenterades i avsnitt 5.2.3.

Losning till randvardesproblemet B20 med kollokation
10 T T T T T

8k 4

1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

clear, clf

alfa=0; beta=10;

N=10; Ymitt=[];

for etapp=1:4 %N
n=N+1; h=4/N; x=(1:h:5)’; % n
p=4./x; 9=-2./x.72; f=-2xlog(x)./x."2;
dia=-2/h~2+2%q/3;
sup=1/h~2+p/(2*h)+q/6;
sub=1/h~2-p/(2%h)+q/6;
a_10=sub(1); sub=sub(2:n);
a_ns=sup(n); sup=sup(l:n-1);
dia(1)=dia(1)-4*a_10; sup(1)=sup(1)-a_10; £f(1)=£f(1)-6%a_10*alfa;
dia(n)=dia(n)-4*a_ns; sub(n-1)=sub(n-1)-a_ns; f(n)=f(n)-6*a_ns*beta;
c=tridia(dia,sup,sub,f);
C=[6*alfa-4*c(1)-c(2); c; 6*beta-c(n-1)-4*c(n)];
X=(1:0.05:5);
Y=0; for k=1:n+2, Y=Y+C(k)*fbelleq(k-1,X,1,5,n); end
subplot(2,1,1), plot(X,Y), hold on
title(’Lésning till randvardesproblemet B20 med kollokation’)
Ymitt=[Ymitt Y((length(X)-1)/2+1)]; N=2xN;

end, Ymitt

% Resultat: N=10, 20, 40, 80 ger ymitt = 7.7492, 7.7071, 7.6982, 7.6961

10, 20, 40, 80 intervall
antal interpol.punkter
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8 Begynnelsevardesproblem for ODE

8.1 Allmant om numerisk 16sning av ODE

Friska upp kunskaperna om ordinéra differentialekvationer och grundliggan-
de numerisk behandling av begynnelsevirdesproblem for ODE genom att lésa
NAM avsnitt 8.1 — 8.6.

Urtypen for stegmetoder for numerisk 16sning av ¢y’ = f(¢,y) med gi-
vet begynnelsvillkor &r Eulers metod, yj41 = y; + h f(t;,y;), som bygger
pa framatdifferenskvot som approximation till derivatan. Trunkeringsfelet &r
O(h). En annan vilkénd standardmetod dr Runge-Kuttas fjardeordningsme-
tod (RK4) med trunkeringsfelet O(h*) och med formeln

fi= [t ;)
o ) fo= f(tj+h/2, yi+hf1/2)
yir1 =yt g+ 2fa+2fs 4 fa), dir g5 f(t;+h/2, yj-+hf2/2)
(

Ja=1Tf

Eulers metod och Runge-Kuttas metod &r exempel pa explicita enstegsmeto-
der. Vi ska i det héar kapitlet ocksa presentera tva implicita enstegsmetoder,
bakateulermetoden (eller implicit Euler), y;11 = y; + h f(tj+1,yj+1), och
trapetsmetoden y; 1 = y; + 5(f(t;,y;) + f(tj1,y541))-

De karakteriseras av att den obekanta storheten y;41 dven finns i hogerle-
det. Nagon form av ekvationslosning maste darfor tillampas for att bestdmma,
yj+1-vardet.

De ndmnda explicita och implicita metoderna &r grundprincipen fér mer
sofistikerade numeriska algoritmer for ordinéra differentialekvationer. I MAT-
LAB finns stegreglerande algoritmer sasom ode23, ode45, odelbs, med fle-
ra (help ode45 ger information).

tj+h, yj+hf3)

8.2 Numerisk stabilitet och styva ODE-problem

Tre saker bor beaktas vid valet av numerisk stegmetod: enkelhet, noggrann-
het, stabilitet. Nar det géller enkelhet vinner Eulers metod. Noggrannhets-
méssigt kommer Fulers metod och bakateuler pa delad jumboplats med trun-
keringsfel O(h). Har & RK4 och ode45 betydligt battre med trunkeringsfel
O(h*). Den tredje aspekten giller stabilitet, och hir visar det sig att de
explicita metoderna i vissa fall 4r viardelosa, medan bakateuler och trapets-
metoden &r vinnare.

Studera Heath hela kap 9.
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8.2.1 Stabilitetsomrade for Eulers metod och for bakateuler

Lat oss betrakta foljande enkla differentialekvation (som brukar bendmnas
testekvation): u' = qu, u(0) = ug, vars sanna losning ar wu(t) = uged’.

Nér Eulers metod tillampas far vi differensekvationen u;y1 = u; 40t qu;
som ocksa kan skrivas uji1 = (1 +¢dt)u; = Guy, vilket innebér att vérdet
ujy1 vid nésta tidssteg ar faktorn G = 1 + ¢4t multiplicerad med det fore-
gaende viirdet u;. Den numeriska 16sningen kan da skrivas u; = (1+¢ dt)Juo.

Om g &r ett reellt och negativt tal gar den exakta lésningen uped? mono-
tont mot noll da ¢ viixer. Den numeriska metodens successiva virden maste
ha samma egenskap. Faktorn GG méste alltsa vara till beloppet mindre &n ett
for att Eulers metod ska vara en stabil metod vid negativt g-vérde.

Kravet ar alltsa |14 ¢ o0t| < 1, vilket ocksa kan skrivas —1 < 1+¢dt < 1.
For negativt g ar den hogra olikheten alltid uppfylld. Den vénstra olikheten
kan skrivas —q dt < 2. Kravet for att Eulers metod 6ver huvudtaget ska vara
anvindbar ar darfor att tidssteget ¢ maste uppfylla

2
0<dt < ——.
(—q)
Man séger att stabilitetstroskeln ar 0t = 2/(—¢q). Om vi véljer ett tidssteg
storre dn stabilitetstroskeln blir u;1-virdet till beloppet storre én foregaen-
de virde ;. Losningen blir instabil med obehagligt vixande oscillationer, se
exemplet nedan.

Nu studerar vi bakateulermetoden, wji1 = u;j + 0t f(tj41,uj41), pa samma
differentialekvation ' = qu, u(0) = ug. Det ger w41 = uj + 6t quji1,
vilket kan skrivas om som (1 — qdt)ujy1 = uj, eller ujpq =u;/(1 — qdt).
Nér ¢ ar negativt &r ndmnaren stérre &n ett och kravet |ujiq| < |u;| &r
alltid uppfyllt oberoende av hur vi valjer tidssteget dt.

Bakateulermetoden &r alltsa en stabil metod for alla tidssteg dt, och det
blir i stéllet noggrannhetskravet pa losningen som far vigleda oss i lampligt
val av steglangd.

Exempel: Vi provar Eulers metod pa o = —20u, u(0) = 1. T forsta
forsoket anvinder vi §t = 0.15. Dérefter gér vi om eulerberékningarna med
0t = 0.1 och slutligen med 0.05. Med 6t = 0.15 blir de successivt erhallna
u-viardena —2, 4, —8, 16, ..., eftersom faktorn G = 1+¢dt ar 1—20-0.15 =
—2. Mycket instabilt alltsa! Resultatet &r prickat i figuren.

Med 6t = 0.1 géller G = 1 —20-0.1 = —1, och u-virdena sicksackar
mellan —1 och 1, vilket ju inte heller stimmer med det verkliga férloppet.
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Med 6t = 0.05 far vi G = 1—20-0.05 = 0; det innebér att den numeriska
16sningen redan efter ett tidssteg hamnar pa noll och stannar kvar dar. Det
Ar ju stabilt men inte helt korrekt. Den exakta 1sningen u(t) = e=2% &r

heldragen, fran startvirdet ett avklingar den monotont mot noll.

Eulers metod p& du/dt=—20u

Bakéteuler pa du/dt=—20u
1.5 T T T

_05 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Samma uppséttning tidssteg har valts i bakateulermetoden. Resultatet med
steget 0t = 0.15 ar prickat i figuren ovan, med 6t = 0.1 streckprickat och med
6t = 0.05 streckat. Den exakta differentialekvationslosningen u(t) = e=2% &r
den heldragna kurvan. Bakateuler &r stabil for alla val av 6t (inga véxande
oscillationer uppstar), men som synes bér man ur noggrannhetssynpunkt
inte vélja tidssteget for stort.

8.2.2 Styva differentialekvationsproblem

Ett litet system av linjara differentialekvationer ar givet:
dul/dt = ai1uy + axus
dUQ/dt = (a1+1)u1 + (ag—l)UQ
Koefficienterna ar a; = —200 och as = 120. Vi vill finna en stabil numerisk

algoritm for att berdkna losningskurvorna for ug(t) och ug(t) fram till £ = 1.
Differentialekvationssystemet kan skrivas pa formen

du _ o déirA:( ay az >:<—200 120)

med u;(0) = =2, uy(0) =2.

dt a1+1 as—1 —199 119

62



X 105 Euler, dt=0.03 Euler, dt=0.025

4 15
2 10
0 5
_2 O
-5

0 0.5 1 0 0.5 1

Euler, dt=0.02 Euler, dt=0.01
8
10 6
4
5

2
0 0
-2

0 0.5 1 0 0.5 1

Detta differentialekvationssystem kan l6sas analytiskt och den exakta 16s-
ningen lyder w;(t) = %e_t - %e—sm och wua(t) = %e_t - %e—sot'

Bade wuq(t) och us(t) innehéaller dels en langsamt avtagande exponentialfunk-
tion, dels en mycket snabbt avklingande, nimligen e 8%. Detta #r vad som
karakteriserar ett sa kallat styvt differentialekvationsproblem; l6sningen &r

en kombination av snabba och langsamma forlopp.

Eulers metod pa diffekvationssystemet leder till ut0*1 = ul@) 45t A ul).
Vi provar med steglingden 6t =0.03. Resultatet syns i 6vre vénstra figuren.
Det gar alldeles at skogen, skalan pa y-axeln har fatt enheten 10, 16sningen
sicksackar med kraftigt vixande amplitud. Med steglingden 0.025 &r det
ocksa sicksackigt (6vre hogra figuren) men 16sningen haller sig begriansad.
Steget 0.02 ger oscillationer i bérjan men de planar ut s& smaningom till en
stabil 16sningskurva. Man far minska steget 6t ytterligare for att fa en helt
acceptabel numerisk 16sning till problemet. Eulers metod ar alltsé instabil
om steget véljs for stort.

Det finns en stabilitetstroskel for tidssteget dven hér. For ett linjart
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differentialekvationssystem Cfl—;‘ = A u + b, spelar storleken péa egenvirdena

till A en stor roll; det ar det mest negativa egenviardet som satter troskeln for
tidssteget. Nar Eulers metod anvinds fér den numeriska 16sningen bestdms

stabilitetstroskeln av 5

max(—A(A))

Matrisen A i vart exempel har egenvirdena —80 och —1; det innebér att
steget méaste vara mindre dn 2/80 = 0.025 for att Eulers metod ska bli stabil.
Det var vad vi kunde konstatera genom experimenten ocksé. (Egenvirdena
—80 och —1 hor ihop med den exakta l6sningens bada termer e 8% resp e~*.)

Nar matrisens egenvarden ar negativa och av mycket olika storlek utgor
systemet ett styvt differentialekvationsproblem. Om en explicit metod ut-
nyttjas dr man tvungen att rétta steglangden efter det snabbaste forloppet.
Detta ar dilemmat for styva problem: det &r den mest stabila 16sningskom-
ponenten — den som snabbast dér ut — som begransar stegléngden.

Vid styva problem &ar inte heller den explicita metoden RK4 lamplig
utan bést ar att utnyttja en implicit metod som inte sparar ur pa grund
av stabilitetskrangel, till exempel bakateulermetoden eller trapetsmetoden
(eller MATLABS ode23s, odel5s).

Bakéteulermetoden pa differentialekvationssystemet u’ = A u lyder
ul*t) = ul) 4 5t Aul+Y. Omskrivning leder till (I — 6t A)ul+h =ul),
Det ar ett linjart ekvationssystem med kdnd systemmatris i vinsterledet och
det kan l&tt 10sas i MATLAB.

Det fina med bakateulermetoden &r att den aldrig nagonsin ger upphov
till instabilitet med véxande sicksackfenomen. Alla steglingdsval &r tillat-
na, men naturligtvis ska steget véljas sa litet att 16sningen far acceptabel
precision.

ot <

Bakateuler, dt=0.1 Bakateuler, dt=0.05
gl
!
al
2
ol
2 05 1 % 05 1
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% styveul, styvt system med Euler och bakdteuler
clear, figure(1), clf
ustart=[-2 2]’; tslut=1; al=-200; a2=120; A=[al a2; al+l a2-1];
dtkoll=[0.03 0.025 0.02 0.01];
for nr=1:4

dt=dtkoll(nr); u=ustart; t=0; U=u’; T=t;

while t<tslut-dt/2

u=ut+dt*A*u; t=t+dt; U=[U; u’]; T=[T; t];

end

subplot(2,2,nr), plot(T,U), title([’Euler, dt=’ num2str(dt)])
end
Bakdteuler, betydligt stdrre steg kan anvéndas
dtkoll=[0.1 0.05];
figure(2), clf
for nr=1:2

dt=dtkoll(nr); u=ustart; t=0; U=u’; T=t;

C=eye(2)-dtx*A;

while t<tslut-dt/2

u=C\u; t=t+dt; U=[U; u’]; T=[T; t];

end

subplot(2,2,nr), plot(T,U), title([’Bak&teuler, dt=’ num2str(dt)])
end

=

En implicit metod som liknar bakateulermetoden &r trapetsmetoden:

it = 5+ S )+ ().
Den kan tolkas som medelviardesbildning av Eulers metod och bakateuler-
metoden, och den paminner ju starkt om trapetsregeln for numerisk integ-
ration. Trapetsmetoden ar liksom bakateulermetoden stabil for alla val av
steglangder. Noggrannhetsmaéssigt ar den fordelaktigare &n bade Eulers me-
tod och bakateuler; trapetsmetodens trunkeringsfel dr proportionellt mot
kvadraten pa tidssteget.

Vid partiella differentialekvationer med bade rums- och tidsberoende
sasom varmeledningsproblem och diffusionsproblem far man i den numeriska
behandlingen stor anvdndning av trapetsmetoden, som da gar under namnet
Crank-Nicolsons metod.

Vi har i det hér kapitlet begrénsat oss till styva linjdra differentialekva-
tionsproblem, men resonemanget kan utstréckas till ickelinjéra problem, som
vi kommer att studera i samband med ickelinjdra paraboliska partiella diffe-
rentialekvationer senare.
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9 Paraboliska partiella differentialekvationer

9.1 Partiella differentialekvationer (PDE) — grundtyper

Partiella differentialekvationer finns av tre typer: paraboliska, hyperboliska
och elliptiska PDE. Det enklaste modellproblemet fér vardera typen ar

e Parabolisk:
ou 0%u
ot 0x?’
Ett begynnelsevillkor, u(x,0) = g(z) (kénd funktion av x).
Tva randvillkor, u(0,%)=fo(t), w(1,t)=f1(t) (fo(t) och fi(¢) kinda).
Diffusion och vérmeledning &r exempel pa paraboliska PDE.

OS%SL OStStslut

e Hyperbolisk:

Pu  O%u

sz, ngglaogtgtslut

Tva begynnelsevillkor, u(z,0) = g(x), %(aj,O) =0.
Tva randvillkor, u(0,t)= fo(t), u(1,t)= f1(t).
Véagekvationen ar den mest kiinda hyperboliska differentialekvationen.

e Elliptisk:

Pu 0%u
Randvillkor runt hela omradet: «(0,y)=fo(y), u(Lz,y)=f1(y),

U(SL’, O) 290(3})7 u(x7 Ly) =g1(x).

Laplaces ekvation och Poissons ekvation ar exempel pa elliptiska PDE.
I elliptiska differentialekvationer finns inget tidsberoende.

Karakterisering: En andra ordningens linjar PDE i tva oberoende variabler
med den allmidnna formen

a@+bﬂ+c@+d@+e@+fu+ (x,y) =0
Ox? Oxdy oy? Oox oy I\ Y=

ar hyperbolisk om b> — 4ac > 0, parabolisk om b? — 4ac = 0 och elliptisk
om b? — dac < 0.

66



Forutom de ovan ndmnda andra ordningens PDE finns det en ratt vanligt
férekommande PDE av forsta ordningen med modellekvationen

ou N ou
ot O0r
som for sin 16sning kréver ett begynnelsevillkor och ett randvillkor. Den-
na PDE &r ndrmast besldktad med den hyperboliska differentialekvationen.

Losningen u(x,t) har vagkaraktir och 16sningsegenskapen kallas advektion.

9.2 Numerisk behandling av paraboliska PDE
Viarmeledningsekvationen

ou 0%u
5 =B o
beskriver temperaturvariationen wu(z,t) i en homogen vigg med tjockleken
L och varmediffusiviteten 3. Diffusiviteten beror av vaggmaterialets varme-
konduktivitet , virmekapacitet ¢ och densitet p enligt 8 = k/pc.
Temperaturen pa vardera sidan om viggen &r kiind, det innebér att vi har
de tva nédvindiga randvillkoren: w(0,t)= fo(t), w(L,t)= fr(t). Dessutom
maste vi kiinna till temperaturen i viggtvirsnittet 0 < z < L i startogon-
blicket vid ¢t = 0.

0<a<L, 0<t<tyy (27)

9.2.1 Finitadifferensmetoden, "method of lines”

For den numeriska behandlingen anvénder vi finitadifferensmetoden nér det
galler rumsvariablerna (i detta endimensionella fall bara variabeln z) och
later tidsberoendet finnas kvar i derivataform. Detta forfarande gar under
bendmningen method of lines och leder fram till ett system av ODE som kan
16sas med kénda numeriska metoder for ordinéra differentialekvationer.

Gor alltsa en diskretisering av intervallet 0<xz <L i N delintervall med
steglingden h = L/N. Vid varje gitterpunkt & = x; ansétter vi en obekant
temperaturfunktion w;(¢). Eftersom temperaturen &r kind vid x = 0 och vid
x = L, kommer den forsta obekanta temperaturfunktionen wu;(¢) att finnas
vid x =121 =h och den sista obekanta wu, (t) vid z = L—h som betecknas x,.
Antalet obekanta temperaturfunktioner blir alltsd n = N —1.

I virmeledningsekvationen (27) ersétter vi hogerledets rumsderivator med
differenskvoter:
dui N Uz4+1 (t) — 2ui (t) + Ui (t)

o =0 2 , 1=1,2,...,n. (28)
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Diskretiseringsfelet dr O(h?). Med manga diskretiseringspunkter, dvs med
ett litet steg h, kommer FDM-16sningen férhoppningsvis att ge en god app-
roximation till differentialekvationslosningen.

Fallen ¢ = 1 och ¢ = n maste specialbehandlas eftersom de berors av

randvillkoren. Vi far ett system av differentialekvationer enligt féljande, dar
3/h? betecknas 7.

D =y (=2u () + ua(t) + fo(t))

duz  — oy (uy (t) — 2ua(t) + uz(t))
dus  — oy (ug(t) — 2uz(t) + ua(t))

dt

da o (s (8) = 2un(t) + fu (1))

Differentialekvationssystemet kan skrivas i matrisform

dul/dt —2 1 0 0 ce (75} (t) fo(t)
dUQ/dt 1 -2 1 0 cee UQ(t) 0
du;;/dt =7 0 1 -2 1 ce U3(t) + 0% 0
duy,/dt o o - 1 =2 Up, () fr(t)

Lat u(t) vara en vektor som innehéller de okénda temperaturfunktionerna
ui(t),...,un(t) ochlat b(t) vara en vektor med de bekanta randtemperatur-
uttrycken fo(t) och fr(t) som forsta och sista komponenter och nollkompo-
nenter dar emellan. Differentialekvationssystemet kan da skrivas

du

— =7v(A b(t)).

= =5 (Au+b())

9.2.2 [Eulers metod, bakateuler och Crank-Nicolsons metod

Ténkbara numeriska l6sningsmetoder for differentialekvationssystemet

Ccil_ltl =7 (All + b(t)), 11(0) = Ustart (29)

ar dels explicita metoder sasom Eulers metod, Runge-Kuttas metod (RK4),
dels implicita metoder sasom bakateulermetoden och trapetsmetoden.

Eulers metod lyder

ult) =y 4 55t (Au@ + b(E@)). (30)
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Den implicita bakateulermetoden lyder
w0t = 40 4 45t (AultD 4 pUthy), (31)

Trapetsmetoden kallas i PDE-sammanhang ofta Crank-Nicolsons metod och
har formeln

WU+ — u0) 4 ’YT‘” (Au") + b(tW)) + Aul+D 4 p(tU+DY). (32)

I metoderna (31) och (32) maste vi lsa ett ekvationssystem i varje tidssteg.
Matrisen A som uppkommer i FDM-sammanhang har egenskapen att
vara tridiagonal och diagonaltung. Alla egenvirden &r negativa, men deras
storlek kan variera kraftigt vilket ar viktigt att tdnka vid valet av 16snings-
metod.
Eulers metod (30) ar enklast att anvinda, men den &r som bekant instabil
om inte tidssteget 0t dr mycket litet. Det maste uppfylla kravet

2

ot < ~v-max(—A4)

dar egenvérdet alltsé ar det till beloppet storsta egenvardet till matrisen A.
Alla egenvérden till A ligger pa negativa reella axeln, och det ar ofta lampligt
att utnyttja gerschgorincirklar for att finna en god skattning till det mest
negativa egenvardet.

Alla explicita stegmetoder — RK4 och ode45, m fl — har nagon sadan
begransning for tidssteget. For RK4-metoden kan man visa att stabilitets-
troskeln ligger vid 6t = 2.7853/(y max(—A4)). Storre tidssteg &n s& leder
till instabilitet.

Explicita metoder ar darfor i allménhet inte praktiskt anvindbara vid
varmeledningsproblem, eftersom det pyttelilla tidssteg som kravs for stabili-
tet leder till omfattande och tidskravande berdkningar.

Bakateulermetoden (31) och Crank-Nicolsons metod (32) &r stabila for
alla val av tidssteget §t. Programmeringsméssigt dr de mycket lika. Vilken
ska man da vélja? Vi far titta p4 metodernas trunkeringsfel; bakateuler har
ett fel som &r proportionelt mot &¢, medan Crank-Nicolsons trunkeringsfel
ar proportionellt mot (6¢)2. Dérfor véljer vi ur noggrannhetssynpunkt helst
Crank-Nicolsons metod.

69



Exempel: Los viarmeledningsekvationen (27) med f = 0.01, L = 1 och
tsit = 24. Vid x = 0 halls temperaturen konstant vid noll, «(0,t) = 0
och vid = 1 varierar temperaturen sinusformat enligt u(1,¢) = cos0.5¢.
Begynnelsetemperaturen i viaggen ar u(z,0) =z, 0 <z < 1.

Vi gor en diskretisering med tio delintervall i z-led sa att steget h &r 0.1
och y=3/h?=0.01/0.12 = 1. Eulers metod prévas for 16sning av differential-
ekvationssystemet (29), ddr A &r symmetrisk tridiagonal 9 x 9 matris med
diagonalelementen —2 och med ettor i super- och subdiagonalen. Med hjalp
av gerschgorincirklar inses att alla egenvirden finns mellan —4 och 0.

(Man kan visa att egenvirdena ar A\, = —4sin? 2(:—11), kE=1,2,...,n.)

Maximalt tidssteg for att Eulers metod ska vara stabil blir i detta fall
tmaz = 2/ Mmae = 2/4 = 0.5. Figuren visar den numeriska lésningen i ett
berdkningsfall med tidssteget 0.6. (JAmfoér denna instabila 16sning med den
stabila trovardiga temperaturférdelningen som erhalls med Crank-Nicolsons

metod.)

% varmeul, du/dt = beta*d2u/dx2 med Euler

6
beta=0.01;
N=10; h=1/N; n=N-1;
x=h*(1:n)’; xx=[0;x;1]; 4
t=0; u=x; uu=[0; u; 11;
T=t; U=uu’; 2
ett=ones(n-1,1);
=-2xeye(n)+diag(ett,1)+diag(ett,-1);
gamma=beta/h~2; 0
tslut=24;
dt=input (’Tidssteget dt: ’); )
g=dt*gamma; b=zeros(n,1);
while t<tslut-dt/2
b(n)=cos(0.5%t); -4
u=u+qg* (A*u+b) ;
t=t+dt; T=[T; t]; -6
uu=[0; u; cos(0.5%t)]; U=[U; uu’l; 30
end 20 1
mesh(xx’,T,U) 10 0.5

t 0 o x

Ovning: Byt Eulers metod mot RK4 och experimentera med olika tidssteg.
Vad blir maximalt tidssteg for stabilitet?

Vi I6ser nu samma problem med en implicit 16sningsalgoritm och prévar
Crank-Nicolsons metod. Formel (32) maste skrivas om sa att alla okénda
uUHt ) termer vid tiden tU+)) samlas pa vinster sida. Vi infor ¢ = ~dt/2
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och far da

ulth — g Ault) = u 4 g (AuY) 4+ b(tD)) + b(tUHY)) =

I - qA)ut) = u@ 1 g (Au? + b(t@) + b(tU+D)),

Lat den tridiagonala matrisen I — gA betecknas med C och hela det kidnda
hogerledet w. Beridkning ett tidssteg framat med Crank-Nicolsons metod
innebér 16sning av ekvationssystemet Culitl) = w.

Tidssteget &t kan viljas som vi vill, inga instabiliteter uppstar. Har visas
den numeriska 16sningen med samma rumsindelning som i eulerberékningen,
alltsd N = 10, och tidssteget lite storre dn dar, ot = 1.

Om riktigt god noggrannhet 6énskas bor naturligtvis en finare indelning goras
i z-led och ett mindre tidssteg véljas. Experimentera sjalv med det!

Vid stora N-védrden erhalls en effektivare algoritm om det tridiagonala sy-
stemet Cu = w i varje tidssteg loses med tridia eller &nnu hellre med
sparse-finesserna MATLAB.

% varmcranknic, Crank-Nicolsons metod
beta=0.01;
N=10; h=1/N; n=N-1;
x=h*x(1:n)?; xx=[0;x;1];
t=0; u=x; uu=[0; u; 1]; T=t; U=uu’;
ett=ones(n-1,1);
A=-2xeye(n)+diag(ett,1)+diag(ett,-1); 05
gamma=beta/h~2;
tslut=24;
dt=input (’Tidssteget dt: ’);
gq=dt*gamma/2;
b=[zeros(n-1,1); cos(0.5%t)]; bp=b; 05
C=eye(n)-q*A;
while t<tslut-dt/2

t=t+dt; bp(n)=cos(0.5%t); -1
w=u+q* (A*xu+b+bp) ; 30
u=C\w; wuu=[0; u; cos(0.5%t)]; 20 1
U=[U; wu’]l; T=I[T; t];
b=bp; 10 0.5
end t

mesh(xx’,T,U)

Studera Heath avsnitt 11.1, 11.2.
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9.3 Varmeledning med varierande diffusivitet

Vid diffusion och varmeledning &r inte alltid diffusiviteten konstant. Om den
ar en funktion av x kommer differentialekvationen att fa utseendet

ou_ 9 (D(@%) , 0<az<L. (33)

ot ox
Om D(x) &ar deriverbar 6verallt i intervallet, utfor man deriveringen av ho-
gerledet och utnyttjar de vanliga centraldifferenskvoterna for 9?u/0x? och
Ou/Ox. Annars gar man tillviga sa hér:
For hogerledet i (33) anvinder vi foljande differenskvoter som utnyttjar
halvtalspunkter i punktgittret med z;_g5 mitt emellan x;_1 och z; och med
Zi+0.5 mitt emellan x; och x;4.

0 ou 1 Ui4+1 — Uy U; — Uj—1
— ( D(z) = ~ — | D(zir05) ——— — D(x_05) ——— | =
al’ ( (‘T) 8x>m:ml h ( (‘T +D'5) h (m 0 5) h >

1

=13 (D(2i—0.5)ui—1 — (D(zi—0.5) + D(zit0.5))wi + D(@ir0.5)Uit1) -

Diskretiseringsfelet i differensapproximationen #r O(h?).
Den paraboliska partiella differentialekvationen (33) kan darmed skrivas
som ett system av ODE dér den i-te differentialekvationen har uttrycket

du; 1
d—tl =72 (Di—0.5ui—1 — (Di—0.5 + Dito.5)ui + Diyo5Uit1) (34)

for i = 1,2,...,n. Nér systemet skrivs pa matrisformen (29) kommer vi som
tidigare att erhalla en symmetrisk tridiagonal matris men nu med diagonal-
elementen
(=(Dos5+D15), =(D15+Das), ..., =(Dn—05+Dntos))
och med super- och subdiagonalkomponenterna (D; 5, Das,..., Dp_os5).
Konstanten v ér 1/h? och vektorn b(#) kommer att fa forsta komponenten
Dy 5 fo(t) och sista komponenten Dy, 5f7(t) (visa detta).

9.4 Olika fall av randvillkor

I PDE-problemen hittills har randvillkoren haft enkel form med kénda funk-
tionsuttryck for w(0,t) och w(L,t). Denna typ kallas for dirichletvillkor.
Liksom vid randvérdesproblemen fér ODE som behandlades i kapitel 7 kan
randvillkoren innehalla derivatasamband och kallas da neumannvillkor (se
avsnitt 7.5). Om véiggen i vart virmeledningsproblem &r isolerad vid x = L

72



s& blir randvillkoret %(L,t) = 0. I andra problem kan randvillkoret ha

formen %(L,t) = 0.1 (u(L,t) — 17).

I dessa fall dr temperaturen u(x,t) okéind inte bara i det inre av viggen
utan &ven pa randen x = L, vilket medfor att u(L,t) maste inbegripas bland
de obekanta. I algoritmen géller nu n = N med z,, = L.

Exemplet ovan med %(L,t) = 0.1 (u(L,t) — 17) hanteras pa foljande

sitt. Approximera derivatan vid x = x, med centraldifferenskvot. Det ger
(Upt1 — Up—1)/2h = 0.1(u,, — 17), och vi far ett uttryck for den oonskade
spokpunkten uy,4q som blir wp41 = up—1 + 0.2hu, — 3.4h.
Den n-te ekvationen i differentialekvationssystemet (28) eller (34) som in-
nehaller w,_1, uy och u,4+1 méste vi ju alltid specialbehandla, och i den
elimineras spokpunkten w,41 genom insdttning av randvillkorsapproxima-
tionen.

I matrisformuleringen (29) av differentialekvationssystemet paverkas sista
matrisraden och sista komponenten i vektorn b.

Om derivatavillkoret finns vid vénstra randen kommer i stéllet forsta
raden i matrisen och forsta komponenten i b att paverkas.

9.5 Ickelinjara paraboliska PDE

Vi har hittills enbart behandlat linjdra paraboliska partiella differentialekva-
tioner. I virmeledningsproblemen har varmediffusiviteten antingen varit kon-
stant som i ekvation (27) eller berott av x som i ekvation (33). Men diffu-
siviteten kan i vissa fall vara temperaturberoende, D(u), vilket leder till en
ickelinjér differentialekvation pa formen % = % (D(u)%) .
I vissa problem kan féljande ickelinjéra paraboliska PDE uppkomma:
0 0?
v _p u

Kénda randvillkor av dirichlet- eller neumanntyp antas finnas vid = 0 och
x = L. Vid t = 0 kéinner vi temperaturférdelningen u(z, 0).

Den numeriska behandlingen inleds som tidigare med rumsdiskretisering
enligt finitadifferensmetoden. Vi studerar differentialekvationen (35) i ett
fall d& L = 1 och randvillkoren ar u(0,t) = 0 samt wu(1,t) = cos0.5¢.
Begynnelsetemperaturen ér u(z,0) =z, 0 <z < 1.

For D(u) antas foljande samband finnas: D(u) = By + f1u med kiinda
konstanter By = 0.03 och G; = 0.02.

Rumsdiskretisering i N delintervall innebéar vid dirichletvillkor att det
finns n = N —1 okénda temperaturfunktioner w;(¢) vid z; = ¢ h dar h = L/N.
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Nér hogerledets andraderivata i (35) approximeras med differenskvot far vi
differensekvationerna

o= ED(Ui)(Ui—l(t) —2u;(t) +uit1(t) i=1,2,..,n.

Det resulterar i féljande system av ickelinjéra differentialekvationer

D(u1) (0 — 2uq + ug)
D(UQ) (u1 - 2U2 + U3)
du 1 D(U3) (UQ — 2uz + U4)
%ZEF(t,u) med F(t,u) =
D(un—l) (Un—Q —2Up—1 + Un)
D(up) (up—1 — 2uy, + cos 0.5¢)

Med en explicit algoritm som Eulers metod med formeln

Wi+ = 40) 4 % F(t0), ul)

spelar det ingen roll att problemet &r ickelinjéart; berakningsférfarandet &ar
lika enkelt som vid linjéra differentialekvationer. Stabilitetskravet hos Eulers
metod gor att tidssteget maste vara litet for att inte oonskade oscillationer
ska uppsta.

RK4 med noggrannhetsordning O((6¢)%) #r en explicit metod som &r smi-
dig att anvinda. Tyvarr har den ju ocksa en stabilitetstroskel for tidssteget
som det galler att halla sig under. Men om man dr medveten om det, &r RK4
ofta lamplig for ickelinjéra paraboliska PDE.

Liksom tidigare ar en implicit metod ett bra och séikert alternativ. Med
Crank-Nicolsons metod slipper vi instabilitetsbekymret — den &r ju stabil
vilket tidssteg vi &n tar. Vi kan enbart lata noggrannhetskravet styra valet
av 0t. Crank-Nicolsons metod, dvs trapetsmetoden, pa differentialekvations-
systemet (36) lyder

) (F(t(j), u?) + F(UFY, u(j+1))> (37)

Inom varje tidssteg maste vi l6sa ett ickelinjart ekvationssystem for att be-
rikna ul*t1). Snabbast konvergerande metod for detta dr Newtons metod.
Infor beteckningarna: ¢ = 6t/2h%, v =ul*tY och w = ul) +¢F (0 ub)).
Ekvation (37) kan dérmed skrivas v — ¢ F(tUt) v) —w = 0.

Det &r ett ickelinjart ekvationssystem pa formen f(v) = 0 for bestdm-
ning av de okdnda temperaturviardena wvq,vs,...,v, vid nista tidssteg. For
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att 16sa detta med Newtons metod behdvs jacobianen J till f. Den erhalls
som J =1 —¢gJp dar I dr enhetsmatrisen och Jr ar jacobianmatrisen till F.
Elementen i Jr erhalls genom partiell derivering av komponenterna i hog-
ra uttrycket i (36) med avseende pa wujp, ug, osv. Matrisen blir tridiagonal
(verifiera detta) med diagonalelementen D'(u;)(u;—1 — 2u; +u;y1) — 2D (u;).
Superdiagonalvektorn har komponenterna D(uy), D(uz), ..., D(uy—1) och
subdiagonalvektorn har komponenterna D(usg), D(us), ..., D(uy,).

Vi skriver MATLAB-funktioner for uttrycket (36) och jacobianen Jp:

function F=ftvarmol(t,u)
global betal betal
n=length(u); uslut=cos(0.5%t);
D=betalO+betal*u;
F=D.*[[0;u(1:n-1)]-2*u+[u(2:n) ;uslutl]];

function JF=ftvarmoljac(t,u)
global betal betal
n=length(u); uslut=cos(0.5%t);
D=betalO+betal*u;
Dprim=betal*ones(n,1);
g=[[0;u(1:n-1)]-2%u+[u(2:n) ;uslutl];
dia=Dprim.*g-2*D; sup=D(1:n-1); sub=D(2:n);
JF=diag(dia)+diag(sup,1)+diag(sub,-1);

Foljande program loser den ickelinjéira differentialekvationen (35). Rumsdis-
kretiseringen med FDM gors i 20 delintervall. For det omformade problemet
(36) tillampas forst Eulers metod och darefter for jamforelsens skull Crank-
Nicolsons metod.

global betal betal
beta0=0.03; betal=0.02;
N=20; h=1/N; n=N-1; x=h*(1:n)’; xx=[0;x;1];
ustart=x; tslut=30;
% Eulers metod, dt maximalt 0.03, instabil vid stoérre dt
dt=0.03; qg=dt/h~2;
t=0; k=0;
u=ustart; uu=[0; u; 1];
T=t; U=uu’;
while t<tslut-dt/2
u=u+qg*ftvarmol (t,u);
t=t+dt; k=k+1; ¥ lagra vid vart tionde tidssteg
if rem(k,10)==0, uu=[0; u; cos(0.5*t)]; T=[T; t]; U=[U; uu’]; end
end
subplot(1,2,1), mesh(xx’,T,U)
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% Crank-Nicolsons metod
dt=1; q=dt/(2*h~2);

t=0; wu=ustart; uu=[0; u; 1]; T=t; U=uu’;
% gissning till 18sningen vid ndsta tidssteg

v=u;
while t<tslut-dt/2
w=u+qg*ftvarmol (t,u);
while dvnorm>le-5 & iter<10
f=v-gq*ftvarmol (t+dt,v)-w;
J=eye(n)-gxftvarmoljac(t+dt,v);
dv=-J\f; dvnorm=norm(dv,inf);
v=v+dv; iter=iter+1;

dvnorm=1; iter=0; % Newtons metod

end
if iter==10, disp(’Ingen konvergens’), break, end

u=v; t=t+dt; uu=[0; u; cos(0.5%t)];
T=[T; t]; U=[U; uu’l;

end
subplot(1,2,2), mesh(xx’,T,U)

Crank—-Nicolson, D(u) = 0.03+0.02u

i
i

Eulers metod, D(u) = 0.03+0.02u
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9.6 Varmeledningsproblem — ansatsmetod istéillet for FDM

Ansatsmetoderna Galerkins metod och kollokation som presenterades i av-
snitt 7.9 och 7.10 som alternativ till finitadifferensmetoden for randvérdes-
problem vid ordinéra differentialekvationer kan aven tillampas vid partiella
differentialekvationer. Har néjer vi oss med att studera metoderna pa para-
boliska PDE i en rumsdimension.”

Lat oss prova ansatsmetoderna pa viarmeledningsproblemet (27):

(9
" /6 PR OSZ'SL,OStStSlut
Oz
dar g ar kdnd konstant varmediffusivitet. Randvillkoren ar u(0,t) = fo(t)

och u(L,t)= fr,(t). Dessutom finns ett begynnelsevillkor u(z,0) = usigre ().

9.6.1 Galerkins ansats — omformning fran PDE- till ODE-problem

Galerkinansatsen for den sokta funktionen u(z, t) utgors av en linjarkombina-
tion av basfunktioner. Hattfunktionerna som utnyttjades i galerkinansatsen
vid ODE &r enklast och bekvimast att vélja. Det innebér att 16sningen till
varmeledningsproblemet ansétts som

N
u(a,t) =Y cr(t)pp(x), med co(t) = folt), en(t) = fu(t).
k=0

Intervallet 0 < & < L delas i N delintervall och numreras fran xg = 0 till
xy = L med h; = x;41 — x;. Hattfunktionerna ¢o(x), ¢1(x),...,on(x)
definieras av uttrycket (13) i avsnitt 7.9.1.

Ansatsen innebér att det finns n = N—1 tidsberoende koefficienter c(t)
att bestdmma, och fér detta beh6vs n ekvationer. Galerkinvillkoret att resi-
dualfunktionen ska vara ortogonal mot basfunktionerna leder till:

/OL<%_ Ou )@() =0, i=12.. .n (39)

Liksom tidigare utnyttjas partiell integration pa termen med andraderivatan:

ou L L ou L ou
/ 82@ dx—{%qﬁi(x)} — 8—d>;»dx:0— %Qﬁ;dl‘

0 0o 0T 0

"F6r PDE-problem i 2D och 3D hinvisas till kurser i finitaclementmetoden (FEM).
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Integralsambandet (38) kan nu skrivas

8u
0 8t =) do = _6/

Inséttning av u = > cx(t)¢r(x) och dess derivator du/dx =Y cx(t)¢).(x)
och Ou/0t =" ¢ (t)¢pr(x) samt vetskapen att hattfunktionsprodukter ¢ ¢;
arnollom k <¢—1leller k>i+1 ger

i+1

> alt) /d)kgﬁldx i=1,2,.

k=i—1

H—l
3 Gt / bpds dz — — 3
k=i—1

Vi infor beteckningarna my, och s;; for integralerna enligt:

L L
Mig = / OrpPidr, sy = —/ b b; da (39)
0 0
Varje ekvation, ¢ = 1,2,...,n, kommer darfér att ha foljande utseende:
de;—1 de; dcis1
mi,i—l# + my; o +Mii+1 C;: = B (84,i—1Ci—1 + SiiCi + Sii+1Cit+1)-

Ekvidistanta knutpunkter

Lat oss studera fallet med jamn indelning av 0 < < L sa att avstandet
h = L/N mellan knutpunkterna overallt &r lika. Med integraluttrycken (39)
och hattfunktionsuttrycket (13) erhalls:

M1 = / Gi—1¢idx = ﬁ/ (zi —z)(x —zi—1)dx = 3
i1

i—

Tit1 1 T; 1 Tit1 2h
mi; = / gﬁdm = ﬁ/ (x — xi_l) dx + ﬁ/ (Tip1 — x)de ==
Ti1

Ti—1

Tit1

Tit1 1 h
miit1 = / Giy1¢idx = 2 (z — ;) (i1 —x)de = 5

T

Sii—1 = — Gi_1Pidr = /Iil ﬁdfﬁ 1

Ti—1

T, 11 2
° /x pde ==+ =3,

i—1

Titt /.l 1
Siitl = —/ GiPipadr = n
x;

78



Differentialekvationssambanden blir i detta fall

h <dC¢—1 +4d0i n dCz‘+1> B

5 dt E dt — E(Ci_l —QCi‘i‘Ci_}-l), 1= 1,2,...,71. (40)

Forsta och sista ekvationen i (40) &r speciella eftersom de innehaller kénda
randvillkor. I ekvationen for ¢ = 1 ingar randfunktionen cy(t) = fo(t) och
dess derivata ¢ (t) = f{(t) som ju ocksa &r kiind. Forsta ekvationen blir

h( de d hoo
5 (4% + %) = %(—2c1 +co) + %fo(t) - gfo(t)-

I sista ekvationen nér ¢ = n = N —1, ingar den bekanta randfunktionen
cn(t) = cnqi1(t) = fr(t) och y(t) = f1(t), vilket leder till

h (an—l n 4d6n> _5 (Cn1 — 2¢n) + % fo(t) — %fi(t)‘

6\ dt dt ) h
De n ekvationerna kan samlas i matris-vektor-form:
M = 3Se 4 (1), c(0) = cuar (41)

déar M och S ar de tridiagonala matriserna

41 0 0 -- -2 1 0 O

IS [ A A Y BT
6f . . - ’ h : ;

00 - 1 4 0 0 1 -

I vektorn b(t) ar elementen by, ..., b,—1 noll, medan

bit) = 2 fo(t) — S0, balt) = b Fult) — S I40)
Med Galerkins ansatsmetod har alltsa varmeledningsproblemet omformats
till systemet (41) av ordinéra differentialekvationer.

Det behovs varden vid ¢ = 0 till vektorn cgtqrt 1 (41). Startvirdena ham-
tas ur begynnelsevillkoret wu(z,0) = ugqre(z) till virmeledningsproblemet.
Eftersom galerkinansatsen &r en linjdrkombination av hattfunktioner (13) sa
giller vid knutpunkterna x; foljande enkla samband (vid tiden ¢):

N
u(wi t) = cp(t)gr(z:) = ci(t), i=0,1,...,N.
k=0

Vid t = 0 har vi alltsd ¢;(0) = u(x;,0) = ustare(z;). Vektorn cgpqre bestar av
de n komponenterna ¢;(0), c2(0), ..., cn(0).
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9.6.2 Implicita metoder fér 16sning av ODE-systemet

Trots att Galerkins metod och finitadifferensmetoden har helt olika angrepps-
satt pa varmeledningsproblemet, leder béagge ansatserna fram till ett system
av forsta ordningens ordinéra differentialekvationer — ekvation (41) med
galerkinansatsen och ekvation (29) i avsnitt 9.2.2 med FDM. Strukturen
pa ODE-systemen &r olika, men bada har egenskapen att vara styva diffe-
rentialekvationsproblem. For sddana géller av stabilitetsskil att en implicit
numerisk 16sningsmetod sasom bakateulermetoden eller trapetsmetoden &r
att foredra framfor explicita stegmetoder av typen Eulers metod och runge-
kuttametoder (RK4, ode45, m fl).

Lat dt beteckna tidssteget. Bakateulermetoden applicerad pa differential-
ekvationssystemet (41) ger

M (C(j-i-l) _ C(j)) =it (/6 Sc(j-‘rl) 4 b(t(j+1)))
som efter lite omformning blir
(M — 36t8) Ut = Mel) + st b(t(j+1)) (42)

I varje tidssteg géller det att 16sa ett linjart ekvationssystem med den tri-
diagonala systemmatrisen M — 30t S.

Metoden é&r stabil for varje val av tidssteget dt. Noggrannhetsméssigt &r
den inte sa bra eftersom trunkeringsfelet dr O(dt). Battre ur noggrannhets-
synpunkt dr trapetsmetoden vars trunkeringsfel dr proportionellt mot (6t)2.

Trapetsmetoden tillimpad pa ODE-systemet (41) ger

M (cU+D) _ )y = % (35 4+ b(t)) + #Sci+D) 4+ b))

Efter omflyttning sa att ¢UT-termer hamnar pa vénster sida och termer
med ¢ pa hoger sida erhalls

- 226 e = (ar 4 20) 00 4 2 b(a) 4 b(a0)) (a3)

Detta ar ett linjart system med tridiagonal systemmatris M — BT&S for
berikning av cU*Y vid tiden t; + 0t da koefficientvektorn vid tidpunkten ¢;
ar kind. Losning av systemet (43) méaste déarfor goras vid varje tidssteg.

Exempel: Los varmeledningsproblemet i ett fall med § = 0.01 och L = 1.
Randvillkor: «(0,t) = 0, wu(1,t) = cos0.5¢t. Begynnelsevillkor: wu(z,0) = z,
0 <z <1. Los fram till tg,: = 30. Med Galerkins metod och trapetsmeto-
den med tidssteget 6t = 1 far vi foljande algoritm:
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% varmgalerk, du/dt = beta*d2u/dx2
beta=0.01;
N=10; h=1/N; n=N-1;
x=h*(1:n)’; xx=[0; x; 1];
Mdia=2*h/3*ones(n,1);
Msup=h/6*ones(n-1,1);
M=diag(Mdia)+diag(Msup,1)+diag(Msup,-1);
Sdia=-2/h*ones(n,1);
Ssup=1/h*ones(n-1,1);
S=diag(Sdia)+diag(Ssup,1)+diag(Ssup,-1);

t=0; T=t; uO=x; uu=[0; u0; 1]; U=uu’;

c=ul; tslut=30;

dt=1; g=betaxdt/2;

Cdia=Mdia-g*Sdia;

Csup=Msup-qg*Ssup;

bn=beta/h*cos (0.5%t)+0.5%h/6*sin(0.5%t) ;

while t<tslut-dt/2
t=t+dt; bnp=beta/h*cos(0.5%t)+0.5%h/6*sin(0.5%t);
b=[zeros(n-1,1); bnt+bnp];
HL=(M+qg*S) *c+dt/2*b;
c=tridia(Cdia,Csup,Csup,HL);
uu=[0; c; cos(0.5%t)]; U=[U; uu’]l; T=[T; tl;
bn=bnp;

end

mesh(xx’,T,U)




9.6.3 Kollokation — omformning fran PDE- till ODE-problem
I virmeledningsproblemet

0 9?
S =B 0<z <L u0.0)=fo(t), u(L.t)=fr(t).

approximerar vi u(z,t) med en linjairkombination av vél valda basfunktioner.
I kollokationsansatsen dr bellsplines lampliga basfunktioner enligt:

n+1

t)~ > cx(t)By(w)
k=0

I varmeledningsekvationen ersétts tidsderivatan du/dt av EZJF(I) ¢, (t)By(z)
och andraderivatan i rummet av ZZJF(% ci(t) By (z).

Intervallet 0 < z < L antas ha samma ekvidistanta knutpunktsindelning
och numrering som i galerkinansatsen, alltsa N = n+ 1 lika delintervall med
29 =0,xNy = xpy1 = L och h=L/N.

For att kunna bestamma koefficienterna cg(t), ¢1(t),. .., cyr1(t) maste
vi ha tillgang till n + 2 ekvationer. Interpolation i de n inre knutpunkterna
ger oss n samband; de 6vriga erhalls fran randvillkoren.

Interpolationskravet innebéar att differentialekvationen @ =52 8;7:2 ska
vara satisfierad i knutpunkterna x1, xo,...,x,. Det leder tlll

n+1 n+1

ch )Bi(z;) = ch Bk:m 1=1,2,...,n

Vid varje knutpunkt x; &r bara tre bellsplinekurvor skilda fran noll och deras
virden finns tabellerade i (24). Summorna i vénster- och hogerledet bestar
dérfor av tre termer:

Yt g () + Ly () + 2022

— — . —Bi i)
dt dt g D@
HL = B (ci-1Bi_1(%:) + & B (i) + civ1 B (24)),

vilket leder till féljande differentialekvationssamband

1 (dci—l +4@ . dCz’+1> _ B

VL =

6\ dt dt i ﬁ(Ci—l—Qci—i—ciH), i=1,2,....n

Om bada sidorna multipliceras med h blir uttrycket identiskt med (40) som
erholls med Galerkins ansats:

h(deioy  de;  deigy B
(dt LR TIRT >_h

6 (Ci—l —26i+6i+1), 1=1,2,...,n. (44)
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Randvillkoret u(zg,t) = fo(t) approximeras av

c_1B_1(z0) + coBo(wo) + c1B1(wo) = fo(t) = é(c—l +4co +c1) = fo(t).

Hér finns spokkoefficienten c¢_1 = 6fy(t) — 4cop — ¢ som vi gérna vill bli av

med. Vi ;ieriverar randvillkoret vid zg: %(xo,t) = f{(t) och utnyttjar att
g—? =0 % ska gilla vid vénstra randen, alltsa f{(t) = %(0_1 —2¢o + ¢1).
Vi stoppar in uttrycket for c_1: f)(t) = %(Gfo (t) —4co—c1 —2¢p+c1). Ur
detta foljer direkt ett uttryck for koefficienten cq:

h2
63

Vid randen x = L dér randvillkoret lyder u(x,41,t) = fr(t) forfar man pa
motsvarande sétt. Spokkoefficienten ¢, 19 = 6f(t) — 4¢, 41 — ¢, elimineras
och man far ett uttryck for koefficienten c¢,,41:

co(t) = folt) — == fo(t).

h?
66

Vi atervander till sambanden (44). I forsta ekvationen flyttas den kénda
derivatan ¢ (t) 6ver till hoger sida:

et (t) = fr(t) — — fL(0).

% (4% + %) = % (—2¢1 + ¢2) + %co(t) — %cg(t).
I den n-te ekvationen flyttas ¢, (t) 6ver till hégersidan:
% <dc;t—1 + 4%) = % (cn_1—2cy) + %cnﬂ(t) - %c;+1(t).
Det innebér att ekvationerna i (44) kan skrivas pa matris-vektor-form
M = 5Sc +blt), e(0) = cuar (45)

dér M och S ar samma tridiagonala matriser som tidigare:

41 0 0 -2 1 0 0
e o 2o
M="lo0o1 4 1 s—Lt| o 1 -2 1
6| . ’ h :
00 1 4 0 0 1 -2
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I vektorn b(t) géller att elementen bo, ..., b,_1 &ar noll medan

h h h3
ba(t) = Fenlt) = geble) = L holt) = S0 + 302 )
h h h3
balt) = ensa (0) = Geha(®) = L 1u0) = 3150 + 5 TE10).

Startvektorn cgqrr behdvs; den erhalls genom att varmeledningsproblemets
givna begynnelsefunktion g+ () interpoleras med en linjarkombination av
bellsplines i knutpunkterna:

i+1
1 .
Ustart(z:) = Y ex(0)Br(i) = E(Ci—1(0)+40¢(0)+0i+1(0))7 i=12...,n.
k=i1

Det leder till ett tridiagonalt system for bestdmning av vektorn cgpqpt:

4 1 0 0o --- C1 Ustart(zl) - CO(O)/G
1 1 o --- Co Ustart ($2)
1 01 4 1 - C3 = Ustart (Zli‘g)
6 . .
00 --- 1 4 Cp, Ustart ('rn) - Cn+1(0)/6

Beteckna hogerledet med v. I vansterledet kinner vi igen matrisen M s nar
som pa faktorn h. Losningen till ekvationssystemet Mcgiqr = h v ger alltsa
startvektorn till ODE-systemet (45), som i sin tur loses med bakateuler-
metoden enligt (42) eller trapetsmetoden (43).

Nér man i varje tidssteg har berdknat vektorn ¢ med komponenterna

c1(t),...,cn(t), bestams u(z,t) av en kind linjdrkombination av bellsplines.
I intervallets inre knutpunkter x1, ..., x, giller
i+1
1 .
u(w;,t) = Z cx(t)Br(z:) = E(Ci—l(t) +46(t) + ¢ipa(t), i=1,2,....n
k=i—1

Med matrisformulering kan temperaturvektorn u(t) skrivas

Cn+1 (t)
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Dérmed kan algoritmen anses vara klar och problemet 16st.

Vi kan snygga till temperaturkurvorna mer, eftersom en linjarkombina-
tion av bellsplines innebér att en mjuk kurvform kan astadkommas. Spok-
koefficienterna c_; och ¢, 2 behéver plockas fram igen for att det ska vara
mojligt att rita upp temperaturkurvan i hela intervallet fran zo = 0 till
ZTn+1 = L. Antalet knutpunkter &r faktiskt n + 2, vilket innebér att n + 4

bellsplinekurvor ger positiva bidrag i 0 < x < L.

Totalt sett giller u(z,t) = 3742 | cx(t)Bi(z) dér vi forutom koefficien-

terna co(t), c1(t),...,cnt1(t) behover utnyttja spokkoefficienterna c_1(t) =
6fo(t) —4co(t) — c1(t) och cpya(t) = 6fL(t) — denyi1(t) — cn(t).

Exempel: Prova algoritmen med kollokation och trapetsmetoden pa samma
viarmeledningsproblem som i galerkinexemplet. Data: § = 0.01, L = 1.
Randvillkor: u(0,t) =0, u(l,t) = cos0.5¢t. Begynnelsevillkor: u(zx,0) = z,
0 <z <1. LOs med tidssteget 0t = 1 fram till £, = 30.

% varmkollok
beta=0.01;
N=10; h=1/N; n=N-1;
x=h*x(1:n)’; xx=[0; x; 1];
Mdia=2*h/3*ones(n,1);
Msup=h/6*ones(n-1,1);
M=diag(Mdia)+diag(Msup,1)+diag(Msup,-1);
Sdia=-2/h*ones(n,1);
Ssup=1/h*ones(n-1,1);
S=diag(Sdia)+diag(Ssup,1)+diag(Ssup,-1);

t=0; T=t; uO=x; uu=[0; u0; 1]; U=uu’;
v=u0; v(n)=v(n)-1/6; v=hx*v;
c=tridia(Mdia,Msup,Msup,v);

tslut=30;

dt=1; g=beta*dt/2;

Cdia=Mdia-g*Sdia;

Csup=Msup-g*Ssup;

bn=beta/h*cos(0.5%t)+0.5%h/3*sin(0.5%t)+...
h~3/(36*beta)*0.25%cos (0.5%t) ;

while t<tslut-dt/2
t=t+dt;
bnp=beta/h*cos(0.5%t)+0.5%h/3*sin(0.5%t)+. ..
h~3/(36*beta)*0.25*cos(0.5%t) ;
b=[zeros(n-1,1); bnt+bnp];
HL=(M+qg*S) *c+dt/2*b;
c=tridia(Cdia,Csup,Csup,HL);
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c_nplusl=cos(0.5%t)+0.5%h~2/ (6*beta) *sin(0.5%t) ;
u=M*c/h+[zeros(n-1,1); c_nplusl/6];
uu=[0; u; cos(0.5%t)];
U=[U; uwu’]; T=[T; t];
bn=bnp;
end
subplot(1,2,1), mesh(xx’,T,U), xlabel(’x’), ylabel(’t’)

Anvand info om koeff och bellsplines for att rita mjuk tempkurva
c_spoek=6*cos (0.5*t) -4*c_nplusl-c(n);

C=[-c(1); 0; c; c_nplusl; c_spoek];

X=(0:0.02:1);

Us=0;

for k=1:n+4, Us=Us+C(k)*fbelleq(k-1,X,0,1,n+2); end
subplot(1,2,2), plot(xx,uu,’d’, X,Us)

title(’Temperaturen i omréadet vid t=307)

Temperaturen i omradet vid t=30
0.2 T T T T
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9.7 Parabolisk PDE i tvA rumsvariabler

Temperaturvariationen u(x,y,t) i ett block med rektangulért tvirsnitt och
varmediffusivitet G beskrivs av virmeledningsekvationen i tva rumsvariabler,

o (P,
ot 0x?  Oy?

Blocket har kénd temperatur, 1at oss sidga 100°C, da det vid tiden ¢ = 0
placeras med tva blocksidor i en vigghérna med konstant tiogradig tempera-
tur: u(0,y,t) = 10, u(x,0,t) = 10. Vid de bada andra blocksidorna géller
rumstemperaturen 20°C, alltsd u(Ly,y,t) = 20, u(z, Ly, t) = 20.

Vi anvéander finitadifferensmetoden for rumsdiskretiseringen med N, del-
intervall i a-led och N, i y-led. h, = L;/N, och h, = L,/N,. Eftersom
temperaturen ar kind o6verallt pa randen géller att antalet obekanta i z- och
y-led &r n, = N, —1 och n, = N, —1.

), 0<z<L, 0<y<L, 0<t<tg, (46)

Lat w;j(t) vara approximation till w(x;,y;,t).

Matrisen med obekanta temperaturfunktioner | 10 10 10 10 20
kommer att fa n, rader och n, kolumner. 10 win w2 wz 20
I vart exempel ar L, = 0.4, L, = 0.8. Med }8 Uz Uzy U2 ;8
N, = 4, N, = 8 blir steget h, = h, = 0.1. 10 sl Ua2  U33 %0

o7 . Ugl  Ua2 U4l

Det blir sju ganger tre obekanta temperaturvar- | w1 usy sy 20
den att berdkna i varje tidssteg. 10 wug ugs wgs 20
Med differenskvot enligt hogerledet i formel | 10wy  wre  wrs 20
(28) for andraderivatorna erhalls differential- | 10 20 20 20 20

ekvationssystemet

duij _ 5 (Ui,j+1(t) = 2ui(t) tuigoa(t) | w15 (t) = 2u(t) +uiong (t)>

dt h2 h%
(47)
Nér samma rumssteg anvénds i z- och y-led, h, = hy = h, 6vergar (47) till
duj; [
dt] = 72 (Wi (t) +uim1j(8) + wigr(8) +uig-a(t) — dugg). (48)

Den enklaste metoden fér numerisk behandling av (48) &r Eulers metod.
Instabilitetsegenskapen gor den dock praktiskt oanvéindbar vid storre PDE-
problem, eftersom pyttesma tidssteg krévs for att inte berdkningarna ska
spara ur.

I vart aktuella exempel visar det sig att tidssteget 6t = 0.4 leder till in-
stabil 16sning, medan §t = 0.2 ger stabil 16sning. Det kan testas med foljande
lilla eulerprogram:
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beta=0.01; h=0.1;
dt=input (’Tidssteg: ’);
g=betax*dt/h~2;
t=0;
u=100*ones (7,3) ;
U=[10*ones(9,1) [10 10 10; u; 20 20 20] 20*ones(9,1)]
for stegnr=1:6 % U berdknas under 6 tidssteg
V=U;
for j=2:4
for i=2:8
V(i,j)=U(i,j)+q*(U(i+1,j)+U(i-1,j)+U(i,j+1)+U(i,j-1)-4*U(i,]));
end
end
t=t+dt; U=V
end

Crank-Nicolsons metod (32) som vi anvinde vid en rumsvariabel, kan utvid-
gas till 2D-fallet, och den &r stabil for alla val av tidssteg. Vi aterkommer
till denna utmérkta metod i avsnitt 10.6, efter den numeriska hanteringen
av elliptiska PDE-problem.

9.7.1 ADI-metoden

Hér ska vi presentera en metod som kallas ADI-metoden, didr ADI star for
Alternating Direction Implicit Method. Den kan anviandas for paraboliska
PDE i specialfallet ndr omradet i rummet &r rektanguldrt. ADI-metoden
innebér att man turas om att rékna pa de obekanta funktionerna w; ;(t)
vektorvis i y-led och z-led.

Varje tidssteg omfattar tva berdkningssteg, forst ett halvt tidssteg med
Eulers metod i z-led och den implicita bakateuler (31) i y-riktningen (i vart
exempel tre kolumnvektorer att berdkna). Dérefter utfors ett halvt tidssteg
tvartom, det vill siga med Eulers metod i y-led och bakateuler i z-led (sju
radvektorer att berdkna). Man kan visa att detta forfarande &r stabilt for
alla val av tidssteget dt.

Vi infor beteckningen v;;(t) for u(x;, v, t + %) 10 10 10 10 20
och ¢, = 36t/2h% och g, = ﬁ5t/2h12/. 100 vin vz vz 20

Formeln for forsta halva tidssteget kan skrivas 10 va1 w2 was 20
10 V31 V32 V33 20

Vij = Uij + qu(Uij—1 — 2uij + W j41)+ 10 vy v vg 20
+Qy(vi—l,j B QUU + Ui+1’j)' 10 ws1 w52 w53 20

Med de obekanta wv-virdena overflyttade till 10 wg1 ve2 vsz 20
vinster sida far vi ett ekvationssystem att lésa | 10 v vz wrz 20
for var och en av de tre kolumnerna j =1, 2, 3. 10 20 20 20 20
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v1j — qy(—2v15 + v25) =u1j +qy10  +qu(u1j—1 — 2urj + u1j41)

V2 — qy(v1; — 2095 +v35) = ug; +qz(ug,j—1 — 2ug; + ug j4+1)
v3j — Gy(va; — 2v35 +v45) = ug; +qs(us j—1 — 2ug; + us jt+1)
v7j — qy(ve; — 2v75) = u7j +qy20  +qu(u7j—1 — 2urj + u7j11)

Det kan skrivas 1 matrisform:
(I = ayAy)vj =u; + gyby + ¢z (01 — 2u; + u;p)

déar A, ar tridiagonal matris med sju rader och kolumner, och vektorn med
index j betyder j-te kolumnen i matrisen av temperaturviarden. Vektorn b,
ar som tidigare en randvéardesvektor.

Nar ekvationssystemen har 16sts for alla j-virden ar temperaturmatrisen
klar vid tiden t + % Man alternerar riktning, det vill siga anvénder Eulers
metod i y-led och bakateuler i z-led. Alla v;; ar kdnda och vi later u;; vara
okénda vérden ett halvt tidssteg framat. Formeln blir:

Uij = Vij + Qo (Ui j—1 — 2Uij + Wi j41) + @y(Vi-1,j — 205 + Vig1,5)-

Obekanta u-viarden maéste flyttas 6ver till vénster sida. I vart fall da n, = 3
far vi foljande system av tre ekvationer som ska l6sas for var och en av de
sju raderna (i = 1,2, ...,7) i temperaturmatrisen.

i1 — Gz (—2us1 + ui2) =i +¢:10 +qy(vi11 — 2vi1 + Vig1,1)
U2 — gz (Uil — 2uip + ui3) = Vin +qy(Vi—1,2 — 2032 + Vi41,2)
i3 — gz (U2 — 2u;3) =3+ ¢:20 +qy(vi—1,3 — 2vi3 + Vi11,3)

Det kan skrivas i matrisform
(I = @AW = Vi + gzby + gy (Vi1 — 2V + Viq1)

dar A, i vart exempel ar en 3 x 3-matris. Radvektorerna som ingar maste
transponeras till kolumnvektorer innan ekvationssystemen kan l6sas.

Vi visar algoritmen i form av ett MATLAB-program. Varmediffusiviteten
i blocket antas vara 0 = 0.01. Temperaturen som vid starten &r hundra gra-
der sjunker successivt eftersom ingen véirme tillférs. Den utjamnas slutligen
till en stationédr fordelning da alla temperaturvarden i blocket ligger mellan
randtemperaturerna tio och tjugo grader.

Lat oss 16sa avsvalningsproblemet fran 100°C' vid ¢ = 0 till en tidpunkt
d& ingen punkt i blocket &r varmare dn kroppstemperatur, alltsa 37°C.
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ADI-metoden &r stabil vilket tidssteg man &n véljer, men for att fa god
noggrannhet i resultatet méste 0t hallas ganska litet. I programmet nedan
anvinder vi oss av 0t = 0.4.

En exekvering av programmet nedan ger att blockets maxtemperatur
sjunkit under 37° vid tiden ¢t =2.4. Med imagesc(Utot) visas temperaturen
i blocket i olika fargnyanser (tyvérr endast graskala hér).

t=2.4

{

% varm2Dblock, vérmeledning 2D med ADI-metoden
beta=0.01;
Lx=0.4; Ly=0.8;
Nx=4; nx=Nx-1; hx=Lx/Nx,

x=0:hx:Lx;
Ny=8; ny=Ny-1; hy=Ly/Ny,
=-(0:hy:Ly);

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Ax=-2*eye(nx)+diag(ones(nx-1,1),1)+diag(ones(nx-1,1),-1);
Ay=-2*eye(ny)+diag(ones(ny-1,1),1)+diag(ones(ny-1,1),-1);
bx=[10 zeros(1,nx-2) 20];

by=[10; zeros(ny-2,1); 20];

t=0; dt=0.4;

ex=ones(1,nx); ey=ones(ny,1); eyy=ones(Ny+1,1);
U=100*ones (ny,nx) ;

Utot=[10%eyy [10%ex; U; 20%*ex] 20xeyyl;
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gx=0.5*beta*dt/hx~2; Cx=eye(nx)-gx*Ax;
qy=0.5*beta*dt/hy~2; Cy=eye(ny)-qy*Ay;

while max(max(U))>37
% Bakateuler i yled och Eulers metod i xled ett halvt tidssteg
w=qy*by+qx*10*ey+(1-2*qx)*U(:,1)+qx*U(:,2);
v=Cy\w; V=v;
for j=2:nx-1
w=qy*by+qx*U(:,j-1)+(1-2*%qx)*U(:,j)+qx*U(:,j+1);
v=Cy\w; V=[V v];
end
w=qy*by+qx*U(: ,nx-1)+(1-2xqx) *U(: ,nx) +qx*20*ey;
v=Cy\w; V=[V v];
Vtot=[10%eyy [10xex; V; 20%ex] 20*eyyl;
t=t+dt/2;

=

Bakdteuler i xled och Eulers metod i yled ett halvt tidssteg

wT=qx*bx+qy*10*ex+(1-2%qy) *V (1, : ) +qy*V(2,:);

v=Cx\wT?; U=v’;

for i=2:ny-1
wT=qx*bx+qy*V(i-1,:)+(1-2%qy) *V (i, :)+qy*V(i+1,:);
v=Cx\wT’; U=[U; v’];

end

wT=qx*bx+qy*V(ny-1, :)+(1-2%qy) *V(ny, : ) +qy*20*ex;

v=Cx\wT’; U=[U; v’];

Utot=[10*eyy [10*ex; U; 20%ex] 20*eyyl;

t=t+dt/2;

subplot(1,2,1)
imagesc(Utot), axis image, axis off, colorbar(’vert’)

subplot(1,2,2)

contour (X,Y,Utot,12)

title([’t=’ num2str(t)]), axis equal, drawnow
end
hold on
plot([0 Lx Lx 0 0],-[0 0 Ly Ly 01), axis off
tslut=t, Utot
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10 Numerisk behandling av elliptiska PDE

10.1 Poissons ekvation och Laplaces ekvation

En vanligt forekommande elliptisk differentialekvation &r Poissons ekvation

2 2
5ot * 5.3 = Flaw) (19)
som ofta skrivs V2u = F(z,y). (V? kallas laplaceoperatorn.)

I elektrostatiska potentialproblem &r F'(x,y) proportionell mot den givna
laddningstétheten, i stationdra varmeledningsproblem &r F'(z,y) proportio-
nell mot kiand varmeutveckling i punkten (z,y).

Poissons ekvation och specialfallet nar /' = 0, Laplaces ekvation, ar de
mest kéinda exemplen péa elliptiska partiella differentialekvationer.

For att fa en 16sning till differentialekvationen ovan behdvs randvillkor.
Vanligtvis géller att u eller du/0n (dirichletvillkor resp neumannvillkor) eller
nagon linjarkombination av u och Ou/0dn (generaliserat neumannvillkor eller
robinvillkor) &r foreskrivna pa randen till ett slutet omrade D.

Har betyder Ou/0n derivatan av u tagen i normalriktningen till randkur-
van av omradet D. Losningen 6nskas for punkter i det inre av D.

10.1.1 Fempunktsoperatorn och FDM

Vi anvénder finitadifferensmetoden (FDM) fér den numeriska behandling-
en. Betrakta ett rutnit med rumssteget h, i 2-led (horisontell led) och h,, i
y-led (vertikal led). Den enklaste differensapproximationen till VZu ir fem-
punktsoperatorn V2,

— 2uij + Ui L Uit~ 2uij +ui-1,y
2 2 : 1
02 02

2 Ui, j+1
V5uij =

For ett kvadratiskt rutnat med h, = hy, = h blir fem-
punktsoperatorn enklare: Q 9 0

272
h V5uij = Ui41,5 + Ui—1,5 + Usj 541 + Ujj—1 — 4uij. o

Figuren visar beriikningsmolekylen for h?V2.

Index ¢ &r radindex och j &dr kolumnindex. Lat oss anta att randen fér omra-
det D bestar av réta linjer som antingen ar parallella med koordinataxlarna
eller bildar vinkeln 45° med axlarna séasom i figuren. Ett kvadratiskt rutnét
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ar lampligt i detta fall, och om vi later V2 approximeras av V2, si ersitts
(49) av differensekvationen

Uit + Uio1j+ i1 + i1 — dui; = hW2F(25,9:). (50)

Eftersom differensekvationen baseras pé differensapproximationer till andra-
derivatorna med trunkeringsfel O(h?), sa kan man forviinta att trunkerings-
felet i 1sningen dr O(h?). Det beror emellertid #ven pa den numeriska han-
teringen av de givna randvillkoren.

Numrera punkterna i natet enligt figu-

ren och bilda en vektor u av de okin- e
da funktionsvérdena i gitterpunkterna. . . ; s s
Heltalsparet (i, j) ersitts av numret pa [ A R
gitterpunkten. Differensekvationen kan P B

d& skrivas som ett linjart ekvations- A

System o s

Au=g, u=(upuy,...,un)’.

For enkelhets skull ska vi begréansa diskussionen till sa kallade dirichlet-
problem, d& virdena pa u &r féreskrivna pa randen. Da géller féljande:

1. Vektorn g bestar dels av kinda virden h’F;; = h?F(z;,y;), dels av
givna randvérden pa u.

2. Ingen punkt har mer an fyra grannar. Alltsd kommer matrisen A att
ha hogst fem element per rad. Alla diagonalelement a,, i A ar —4.

3. Om punkt p é&r granne till punkt g sa géller ap, = 1, annars géller
apq = 0. Ur detta foljer att apq = agp, dvs matrisen A dr symmetrisk.

En typisk struktur visas har, A ar

. -4 1.0 0 01 0O0OOO0OOOOOOOOOO OO
SO Synes en bandmatris. I detta 1 -2 1 0 0o 0 1 0 0 00000000000
. . 0 1-4100010O0O0OO0UO0OO0OO0OTOOOTO OO
fall ar A den 20 x 20-matris som er- 00 1-400001000O00O0O0O0O0O0O0O0
o . o . 0O 00 0-41000O0T1O0O0O0O0OO0OTO0OUOTO0OO
halls for omradet med numreringen 1 o o o 14 1 0 6 0 01 060000 0 0 0
F.. o k h 01 00O0O1-4100O0O0O0OO0O0OUO0OUO0OUO0OTU OO0
ovan. For tva grannpunkter p och 4 4 1 6 0 0 1-4 1 00000000000
I3 0O 001 0O0O0O1-400UO0O0O0O0OUO0OUO0OTO0OTGO0OTO0
q galler att ’p - Q| < 67 t ex har 0 00000O0OGO OGO O-410071000TO00 0
. o -4
den sjatte punkten i omradet grann- § o 0 0 5 L o 0 6 6 1t o000 oo
punkter med nummer 1,5, 7och12. § 3 0 o o oo oo oot it ot
3 arfs 0O 00 O0OO0OOO0OOOOTI1O0OO0OT1-410010
Matrisens sjatte rad har darfor et- 3 9 9 3 9 3 333 S s it oo
3 0O 00 O0OO0OOOOOOOOOTI11I O0OOO0O-4100
tor i kolumnerna 1, 5, 7 och 12. SIPIR R O O P D
] ] a _ 0O 00 O0OO0OOOOOTOOOOOTI11TO0OO0OT1-41
Samtliga diagonalelement &r —4. o000 0000000 0000 Lt

Nej
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Om steget h halveras blir det generellt sett en ungefarlig fordubbling av
bandbredden, medan antalet rader och kolumner i matrisen approximativt
fyrfaldigas. I vart exempel kommer antalet obekanta att 6ka fran 20 till 101
vid halvering av h (verifiera detta), och A far ddarmed 101 x 101 element.

Gausselimination kan utnyttjas om ekvationssystemet inte &r for stort.
For att PDE-16sningen ska fa god noggrannhet krévs oftast sa litet steg h
att ekvationssystemet far ménga hundra, kanske flera tusen, obekanta. D&
ar det nodvéndigt ur bade lagrings- och berdkningssynpunkt att tillimpa en
effektivare 16sningsmetod.

Eftersom matrisen ar mycket gles &r MATLABs sparse-finesser att re-
kommendera. Konjugeradegradientmetoden ar ocksé en effektiv algoritm for
16sning av stora linjéra ekvationssystem med gles och symmetrisk matris.

Matrisen A &ar symmetrisk om det &ar dirichletvillkor runt hela randen.

Studera Heath avsnitt 11.5.

10.1.2 Algoritm féor FDM péa Poissons ekvation

e Inneslut omradet i en rektangel med sidorna L, och L, och vilj steg-
laingd h. Antalet gitterpunkter i xz-led respektive y-led uppgar da till
nI:%+1, ny:L—hy—i—l.

I nétet i figuren pa foregaende sida géller ny =9 och ny,=7.

e Ta hand om randvdrdena for u. Lagg in dem i en matris S med n,
rader och n, kolumner med nollor éverallt utom péa platser (¢, ) som
representerar randen. Dér ska gilla S; j = Uyana-

(Om w = 0 runt hela randen kan denna fas hoppas over.)
I figuren géller att randvarden for v finns i 24 gitterpunkter, alltsa pa 24 platser i S,
till exempel i S1,5, S1,6,51,7, S1,8, S1,9, 52,9, 93,9, 54,9, S2,4, 53,3, 54,2, 55,1, 96,1, 57,1.

e Skapa tva vektorer i och j for numrering av de obekanta. Vektorn i
innehaller radindex och j kolumnindex for de N numrerade punkterna.
For vart exempel kommer vektorerna att innehalla foljande index:
i= 2,222 33,3,3,3,4,4,4, 5,5,5,5, 6,6,6,6
j=5,6,7,8,4,56,7,8, 3,4,5, 2,3,4,5, 2,3,4,5.

e Skapa ocksa en behéndig n, x n, matris p som uppfyller p(ix, jr) = k
for k=1,2,...,N och som é&r noll for 6vrigt.
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e Nu kan matrisen och hogerledsvektorn i ekvationssystemet Au = g
byggas upp med fempunktsformeln (50) och dess berdkningsmolekyl
for h2V2. Hogerledsvektorn g innehaller dels hQEj-Véirden, dels rand-
viarden péa wu. Algoritmen for uppbyggnad av A och g kan i MATLAB
formuleras s& hér:

A=-4xeye(N) ;
for k=1:N, i=I(k); j=J(k);
g(k)=h"2*F(i,j);
if p(i+1,3j)>0, np=p(i+1,j); A(k,np)=1; else g(k)=g(k)-S(i+1,j); end
if p(i-1,j)>0, np=p(i-1,j); A(k,np)=1; else g(k)=g(k)-S(i-1,j); end
if p(i,j+1)>0, np=p(i,j+1); A(k,np)=1; else g(k)=g(k)-S(i,j+1); end
if p(i,j-1)>0, np=p(i,j-1); A(k,np)=1; else g(k)=g(k)-S(i,j-1); end
end

Man kan effektivisera algoritmen genom att utnyttja tva vektorer Arow
och Acol for att samla radindex och kolumnindex for elementen i A
som utgors av ettor — hogst fyra per rad medfoér att hogst 4N kompo-
nenter ingar i vardera vektorn Arow och Acol. Dérefter kan matrisen
skapas i en enda sats.

For berdkningar med Laplaces ekvation, alltsa da F(x,y) = 0, erhalls
A och g av foljande funktion:

function [A,gl=fbyggAlp(I,J,S,ny,nx)

% Bygger upp A och g i laplacefallet

% Randvardesmatrisen S har storleken (ny,nx)
N=length(I);
p=sparse(I,J,1:N,ny,nx);
g=zeros(N,1);

Arow=zeros (1, 4x*N); Acol=Arow; % reservera plats for 4*N ettor
m=0;
for k=1:N

i=I(k); j=J(k);
pN=p(i-1,j); pS=p(i+1,j); pW=p(i,j-1); pE=p(i,j+1);
if pN>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=pN; else g(k)=g(k)-S(i-1,j); end
if pS>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=pS; else g(k)=g(k)-S(i+1,j); end
if pW>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=pW; else g(k)=g(k)-S(i,j-1); end
if pE>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=pE; else g(k)=g(k)-S(i,j+1); end
end
Arow=Arow(1:m); Acol=Acol(1:m); % bort med de sista nollelementen
A=-4xspeye (N) +sparse (Arow,Acol,1);

e Los ekvationssystemet Au = g (effektivt med MATLABs sparse-finesser)
och som resultat erhalls u-vektorns N komponenter.
Placera in de berdknade vardena pa sin ratta plats i gittret. Rita slut-
ligen resultatet pa lampligt sétt.
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10.2 Laplaces ekvation for skivan

Bestiam med FDM en approximativ 16sning till Laplaces ekvation V2u = 0
for samma skiva som vi har betraktat tidigare. Skivan ryms i en rektangel
med sidorna 8 och 6 lingdenheter. Rutstorleken i gittret ar h = 1.

P4 randen géller foljande dirichletvillkor: Vid Ekvipotentiatkurvor
vanstra randen, vid 45°-randen och vid skivans
ovre rand ar potentialen konstant, u = 30.

I det nedre hoégra partiet ar potentialen noll.
Potentialen antas sjunka linjért fran trettio till
noll pa de tva 6vriga rdnderna (den hogra och
den undre), se matrisen S i programmet.

Rita resultatet i form av ekvipotentialkurvor.

16

o

h=1; x=0:h:8; y=-(0:h:6);
[X,Y]=meshgrid(x,y);

% Skapa randvédrdesmatris S och indexvektorer I och J
S=zeros(7,9);
S(1,6:8)=30;
for i=1:5, S(i,1:6-1)=30; end
S(1:3,9)=[30 20 10]’; S(6,1)=30;
S(7,1:5)=[30 24 18 12 6];
I=[222233333444
J=[667845678345
N=length(I)
[A,g]l=fbyggAlp(I,J,S,7,9);
u=A\g;

5 5
2 5

v o
w o
s o
g

55
34

U=3; for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end

C=contour(X,Y,U,0:4:28), hold on

title (’Ekvipotentialkurvor’), axis off

plot([4 8 85500 4],-[0 03 3 66 4 0]) % rita skivans kontur
clabel(C)

10.3 Utbojning av skivan

Beridkna utbdjningen hos en tunn homogen skiva upplagd pa en horisontell
ram med samma kontur som tidigare. Skivan har elasticitetsmodulen E och
troghetsmomentet I(x,y). Skivan tyngs ner av en tryckfordelning g(z,y).
Utbojningen u(x,y) bestams av differentialekvationerna

VQM: _Q(xvy)v VQUZM(.f,y)/EI(%,y)
bada av typen Poissons ekvation (49). Inga moment verkar vid skivans kanter

och utbdjningen vid ramen &r noll. Det innebér att randvillkoren utgors av
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M =0 och u=0.

De bada differentialekvationerna ger upphov till samma matris, eftersom
det dels dr samma differentialoperator V2, dels samma dirichletrandvillkor
for bada. Eftersom randvardena &r noll blir randvardesmatrisen en nollma-
tris. Ekvationssystemets hogerled kommer enbart att bero av virdena i git-
terpunkterna for differentialekvationens hogerled.

Vi far darmed foljande tva ekvationssystem att 16sa, det forsta for mo-
mentet m i skivans gitterpunkter och det andra fér utb6jningen u i samma
punkter: Am = —h?q och Au=h’m/EI.

I vart exempel giller konstant tryckfordelning, ¢ = 20000 och EI = 10°.
(Eftersom hogerledet i Poissons ekvation har snéllt utseende kan funktio-
nen [A,gl=fbyggAlp(...) utnyttjas utan modifiering, g-vektorn blir noll.
Motivera dettal)

Forutom att rékna med steget A = 1 med 20 obekanta vill vi géra om
FDM-berékningarna med finare steg for att fa en battre approximation till
differentialekvationsproblemets 16sning. Med steget h = 0.5 blir det 101 obe-
kanta och med steget h = 0.25 fyrfaldigas antalet obekanta ungefarligen och
blir i detta fall N = 449.

Hur noggrannheten férbéttras kan vi studera genom att notera maximal
nedbojning i de tre berdkningsfallen: uy,;, = —0.3410, —0.3449, —0.3488.
Med ytterligare en steghalvering blir det 1889 obekanta och nedbdjningen
Umin = —0.3502. Resultatet bedoms ha tva sdkra decimaler och kan anges
Umin = —0.350 £ 0.002.

% skivlbojning
% Poissons ekvation tvd ggr, M=0 och u=0 p& randen
clear, figure(1l), clf
xrand=[4 8 8 5 5 0 0 41;
yrand=[0 0 3 3 6 6 4 0];
h=1;
for fall=1:3
x=(0:h:8); nx=length(x);
y=(0:h:6); ny=length(y);
[X,Y]=meshgrid(x,-y);

% Vanstra och hdgra randen
yVi=(0:h:4)’;  xVi=4-yVi;
yV2=(4+h:h:6)’; xV2=0%xyV2;
xV=[xV1; xV2];

yH1=(0:h:3-h)’; xH1=8%ones(size(yH1));

yH2=(3:h:6)’;  xH2=b*ones(size(yH2));
xH=[xH1; xH2];
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% Snygga till X-matrisen s& att inga védrden hamnar utanfdr skivan
for i=1:length(yVi)-1
j=find(X(4i,:)<xV1(i)); X(i,j)=xV1(i); % ta bort vénstra hornet
end
for i=(3/h+2):ny, X(i,5/h+2:nx)=5; end 7 ta bort hdgra kvadraten

B

Numrera punkterna

JV=round (xV/h)+1;

JH=round (xH/h)+1;

I=[1; J=[;

for i=2:ny-1
jrad=JvV(i)+1 : JH(i)-1;
irad=i*ones(size(jrad));
I=[I irad]; J=[J jrad];

end

N=length(I)

S=zeros(ny,nx) ; % randvidrdesmatrisen
[A,gl=fbyggAlp(I,J,S,ny,nx); % (kan anvéndas i detta specialfall!)

g=20000*ones(N,1); EI=1e5;

M=A\ (-h~2%q) ;

u=A\ (h~2*M/EI) ;

umin=min (u) % stdrsta utbdjning

U=S;

for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end
contour(X,Y,U,12), hold on, axis equal
plot(xrand,-yrand), axis off

pause (1)

hold off

h=h/2;
end
figure(2), clf, subplot(2,1,1)
surf(X,Y,U), axis([0 8 -6 1 -0.5 0]), axis off

g
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10.4 Numerisk behandling av egenvirdesproblem fér PDE

Ett nérbesldktat problem till randvérdesproblem for elliptiska PDE sasom
Poissons ekvation dr egensvingningsproblemet for differentialekvationen
2 2

%+§—£+w2u:0 (51)
med villkoret u = 0 eller Ou/0n = 0 pa randen till det slutna omradet D. Vi
begrédnsar oss hér till randvillkoret v = 0. En trivial 16sning till problemet
ar u(z,y) = 0 1 hela omradet D, men for vissa varden pa w, de sa kallade
egenfrekvenserna, finns icketriviala 16sningar.

Med finitadifferensmetoden och V? approximerad av fempunktsopera-
torn V2 kan (51) omformas till

1 2

ﬁ(ui‘ﬂaj + Ui—1j + Ui j+1 + U1 — 4u,]) + wu; = 0. (52)
Pa samma sétt som tidigare numrerar vi punkterna i nétet och ersdtter
heltalsparet (i,j) av numret pa gitterpunkten. Differensekvationen (52) kan
nu skrivas i matrisform som %Au = —w?u.

Om vi infér A\ = —w? erhalls matrisegenviirdesproblemet h%Au = \u.
Matrisen A &r samma glesa matris som tidigare — konstruerad enligt al-
goritmen i avsnitt 10.1.2. Med lamplig algoritm berdknas egenvéirden och
egenvektorer, och vi far pa sa sitt en approximativ 16sning till egenvérdes-
problemet for differentialekvationen. Med en mycket tdt diskretisering, det
vill séga ett finmaskigt rutndt med méanga gitterpunkter, bor egenfrekven-
serna kunna bestdmmas med god precision.

Nér det géller vibrationsproblem for t ex membran eller tunna homogena
skivor, &r det intressantast att studera de tre eller fyra lagsta egenfrekven-
serna och deras egensvangningsmoder. Vad kan det motsvara i det approxi-
merande matrisegenvirdesproblemet? Ar det matrisens storsta eller minsta
egenvérden som ska berdknas?

Sambandet mellan w och A lyder w = v/—\. Att ha —\ under rottecknet
ar meningsfullt enbart om egenvardet ar reellt och negativt. Med hjilp av
symmetriegenskapen och gerschgorincirklar inser man att alla egenvérden
till %A ar reella och ickepositiva (verifiera dettal!). Det ar det till beloppet
minsta av egenvérdena till C som &r av intresse och som vi alltséa ska berékna.
Egenfrekvenserna bestédms darefter av w; = v =X, wo =+v—Xo, ...

Algoritmen bor ocksa berdkna egenvektorn till egenvérdet Ag, eftersom
det ar egenvektorn som bestdmmer formen hos egensvingningsmoden som
tillhor egenfrekvensen wy, i differentialekvationen.
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10.4.1 Effektiv berdkning av egenvirden och egenvektorer

Rent praktiskt ar egenvérdes- och egenvektorsbestdmningen for en PDE ett
krux eftersom det oftast ar fraga om stora matriser. Att anvinda eig(A) gér
bra till exempel for fallet N = 20.

For storre sparse-lagrade matriser kan [V,Lambdal=eigs(A,k,’sm’)
tillimpas som berdknar de k minsta egenviardena och tillhérande egenvek-
torer (k kolumner i V-matrisen). Parametern ’sm’ betyder small; gor help
eigs for mer information.

Vid mycket stora glesa matriser dr eigs-kommandot ovan tidskréavande.
En uppsnabbande algoritm &r att enbart bestdmma egenvirdena med eigs
och dérefter utnyttja metoden som beskrivs i nésta avsnitt for att berdkna
tillhérande egenvektorer. Ett gott alternativ for berdkning av ett enstaka
egenvirde &r inversa potensmetoden med skift. Da erhalls samtidigt egen-
vektorn.

% skivlsvangning

% Egensvéngningsmoder foér skivan

% Se programmet skivibojning t o m satsen [A,gl=...

% Tre fall (steghalveringar) studeras: h = 0.5, 0.25, 0.125

% Bestdm de fyra minsta egenvdrdena till A/h~2 med eigs
Nlamb=4;
opts.disp=0; % undertrycker utskrift av iterationer
[V,Lamb]=eigs (A/h~2,Nlamb, >sm’ ,opts) ;
lamb=diag(Lamb) ’;
omega=sqrt (-lamb)
h=h/2;

end

% Rita nivakurvor vid finaste gittret

for mod=1:Nlamb
v=V(:,mod);
u=v/norm(v,inf) ; % gbr maxkomp=1
U=S;
for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end
subplot(2,2,mod)
contour(X,Y,U,12), hold on
plot(xrand,-yrand,’k’), axis equal
title([’Nivakurvor, mod ’ int2str(mod)]), axis off

end

Hér ar de fyra lagsta egenfrekvenserna vid allt finare gitter. Figurerna visar
de fyra egensvingningsmodernas nivakurvor.
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h=0.5 N= 101, w = 0.9758 1.1861 1.4276 1.5966
h=0.25  N= 449, w = 0.9773 1.1934 1.4437 1.6165
h=0.125 N=1889, w = 0.9771 1.1946 1.4475 1.6214

Nivakurvor, mod 1 Nivakurvor, mod 2

10.4.2 Egenvektor till kint egenvirde

For ett egenvirde och dess tillhérande egenvektor finns sambandet
Ax =X x = (A-A)x=0.

Lat C beteckna matrisen A —AL. Om x &dr en 16sning, si dr ockséd ax for
godtyckligt o en 16sning till det homogena systemet Cx = 0. Vi valjer en
16sning sadan att z,, = —1; egenvektorn ir alltsa x7 = (z1, 22, ..., Tp_1, —1).
Vi infor "=V for de n — 1 forsta komponenterna. Partitionera matrisen sé
att systemet kan skrivas

(n—1) (n—1)
( (c Cgil ) CZ > (X 1 > - <8> = Cpox" V4D (-1) =0
nl; Cn2; ... nn -

Genom 16sning av systemet C,,_;x(™ 1 = c&”‘l) erhalls egenvektorns n—1

forsta komponenter. Sista komponenten dr —1, ddrmed &r egenvektorn kiand.
Den kan sedan normeras pa vanligt séitt sa att ||x||o = 1 eller [|x]|oo = 1.

Alternativ algoritm for egensvingningsproblemet; lat oss i exemplet ta
fallet h = 0.125. Med eigs pa sparsematrisen fas egenvirdena (har de sex
minsta), och sedan erhalls egenvektorn genom sparselosning pa ekvations-
systemet i egenvektorsalgoritmen.
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h=0.125;
% Skapa gitter och bygg upp sparsematrisen A som férut
% Bestdm de sex minsta egenvirdena till A/h~2 med eigs
Nlamb=6;
opts.disp=0;
lamb=eigs (A/h~2,Nlamb, >sm’ ,opts) ;
omega=sqrt (-lamb)

% Berdkna tillhdrande egenvektorer

for mod=1:Nlamb
C=A/h~2-1lamb (mod) *speye (N) ;
Cp=C(1:N-1,1:N-1);
b=C(1:N-1,N);
v=Cp\b; v=[v;-1]; % egenvektorn v
u=v/max (abs(v));
U=S;
for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end

% Rita nivdkurvor som férut

10.5 Ickelinjara elliptiska PDE

Lat oss studera Poissons ekvation (49) men nu med ett hogerled F'(u) som
ar en ickelinjar funktion av wu,

Pu  O%u
@‘Fa—yQ—F(u) medF(u)_4\/ﬂ.

Vi 6nskar bestdmma potentialférdelningen u(z,y) for samma skiva och med
samma randvillkor som i Laplace ekvation i avsnitt 10.2. Det som skiljer vart
nya problem fran laplaceproblemet &r tillkomsten av den ickelinjira termen
i hogerledet.

Vid studium av algoritmen i avsnitt 10.1.2 (speciellt de sista punkterna)
inses att ekvationssystemet nu kommer att lyda Au = g + h%F, dir A och
g dr samma som i laplaceproblemet och dér vektorn F' bestar av komponen-
terna F'(u;) = 4\/u;, i =1,2,..., N (u; dr de omnumrerade obekanta).

Newtons metod kan tillampas pa detta ickelinjéra system om vi skriver
det pa formen f(u) = Au—g — h?F =0, med jacobianen J = A — h2F/,
dér F’ ér en diagonalmatris med diagonalelementen F'(u;) = 2/./u;.

Jacobianen far precis samma glesa struktur som A, darfor bor J skrivas
som sparsematris om antalet obekanta &r stort. I varje iteration i Newtons
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metod 16ses det linjara systemet Jdu = —f, varefter u-vektorn uppdateras
med du. God startgissning till den okdnda vektorn u krévs, vilket ofta &r ett

krux.
I algoritmen nedan léser vi férst det linjara Ekvipotentialkurvor, ickelinjart fall

laplaceproblemet (d& F'(u) = 0). Denna 16s-
ning utnyttjas som startgissning for det icke-
linjara poissonproblemet. Det blir snabb kon-
vergens, bara sex iterationer krévs.

Om olinjariteten &r kraftigare &n hér, kan
man behdva utnyttja nagon form av inbadd-
ning for att hitta en startgissning som ger
konvergens.

Det innebér att man placerar en faktor x framfor den olinjéra termen och
later forst k var litet (strax 6ver noll); berdknar en l6sning; utnyttjar denna
som startgissning d& x gjorts lite storre. Fortsétt s tills x nar vérdet ett,
férhoppningsvis har man da en konvergerande 16sning till det ickelinjara
ursprungsproblemet.

=

Bygg upp A, g och S enligt laplace-exemplet (h=1)
u=A\g; dunorm=1; iter=0;
while dunorm>le-8 & iter<10
F=4*sqrt(u); Fprim=2./sqrt(u);
f=A*u-g-h~2+F; Jacob=A-h~2*diag(Fprim);
du=-Jacob\f; dunorm=norm(du), u=u+du; iter=iter+1;
end
U=S; for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end
% Rita med ekvipotentialkurvor med contour, se laplacekoden

10.6 Parabolisk PDE i tva rumsvariabler igen

I avsnitt 9.7 tog vi upp nagra metoder for numerisk behandling av vér-
meledningsproblem i 2D-fallet. Temperaturvariationen wu(z,y,t) beskrivs av
varmeledningsekvationen (46), alltsa

ou 0*u  0*u

7 -\ ozt o

ot Ox oy
dér g ar varmediffusiviteten i omradet som har ett kéint tvarsnitt i zy-planet.
Randvillkoren &r att temperaturen runt hela omradet dr bekant (dirichletvill-
kor) eller att det finns ett ként derivatasamband pa nagon del av randen

(neumannvillkor). Begynnelsevillkoret &dr att temperaturen i hela omradet
ar kand vid tiden ¢ = 0.
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En algoritm som lampar sig utmérkt for omraden med rektangulért tvér-
snitt dr alterneranderiktningsmetoden (ADI-metoden) som behandlades i av-
snitt 9.7. Om tvérsnittet har polygonform av den typ som skivan i avsnitt
10.2, kan ADI-metoden inte tillampas.

For paraboliska problem i en rumsdimension &r Crank-Nicolsons metod
den populédraste algoritmen. Den blir inte sa besvérlig att utvidga till 2D-
fallet, atminstone inte om vi har ett kvadratiskt rutnit si att fempunkts-
operatorn V2 far sin enklaste form. Differentialekvationen (46) évergar till
ett system av ordinéra differentialekvationer enligt formel (47), som for fallet
hz = hy = h forenklas till

dszj = %(Ui-i-l,j + ui—1,5 + Ui g1+ U1 — duig)
for alla punkter i rutnédtet. Vi numrerar punkterna i nétet precis som i algo-
ritmen for FDM pa Poissons ekvation. Det innebér att systemet kan skrivas
pa matrisform

Cfl_ltl =7 (Au + b(t))v u(O) = Ustart, med Y= 6/h2

Lat oss tillimpa Crank-Nicolsons metod (32)
for att studera nedkylningen av ett 100 grader
varmt block med viarmediffusiviteten 5 = 0.1.
For blocket galler tvarsnitt och diskretisering
enligt figuren. Randtemperaturen antas for
enkelhets skull vara oberoende av tiden. Lat
samma randvirden gélla som vi hade i Lapla-
ces ekvation for skivan (avsnitt 10.2).
Vid vénstra randen, vid 45°-randen och vid 6vre randen &r temperaturen
konstant 30°C. I det nedre hogra partiet dr temperaturen noll. Langs de tva
Ovriga rénderna avtar temperaturen linjart fran trettio till noll grader.

Matrisen &r samma som i laplaceproblemet for skivan. Vektorn b(t) &r
uppbyggd av de i vart fall tidsoberoende randviardena och uppfyller b = —g,
dar g utgors av hogerledsvektorn i laplaceproblemet.

En MATLAB-algoritm for Crank-Nicolsons metod har vi traffat pa i pro-
grammet varmcranknic tidigare, och den kommer till anvandning nu igen.

Programmet varmeskiva borjar med att vara identiskt med koden for
laplaceproblemet i avsnitt 10.2 fram till dess att matrisen A och vektorn g
har skapats. Varmeledningsproblemet l6ser vi sedan med tidssteget 0t =1 1
40 tidssteg. I varje tidssteg ritas 6gonblicksbilder (isotermer) Gver tempera-
turvariationen i omréadet.
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=

=

varmeskiva, du/dt = beta (d2u/dx2 + d2u/dy2), polygontvarsnitt
h=1; x=0:h:8; y=-(0:h:6); [X,Y]=meshgrid(x,y);

xrand=[4 8 8 55 0 0 4]; yrand=-[0 0 3 3 6 6 4 0];

Bygg upp A, g och S enligt laplace-exemplet

Crank-Nicolsons metod f6r lésning av du/dt=gamma(Autb)

beta=0.1; gamma=beta/h~2; b=-g;

t=0; u=100%*ones(N,1); % begynnelsetemperatur 100 grader
U=S; for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end

subplot(2,2,4), contour(X,Y,U,16), hold on, plot(xrand,yrand,’k’)

axis off, title([’t=’ num2str(t)])

dt=1; g=dt*gamma/2; C=eye(N)-q*A;
while t<40
w=u+q* (A*u+2*b) ; u=C\w; t=t+dt;
U=8; for k=1:N, U(I(k),J(k))=u(k); end
subplot(2,2,4), hold off, contour(X,Y,U,16), hold on
plot(xrand,yrand, ’k’), axis off, title([’t=’ num2str(t)]), drawnow
if t==5 | t==10 | t==20
subplot(2,2,1+fix(t/10))
contour (X,Y,U,16), hold on, plot(xrand,yrand,’k’)
axis off, title([’t=’ int2str(t) ’, umax= ’ num2str(max(max(U)))])
end

end
title([’t=’ int2str(t) ’, umax= ’ num2str(max(max(U)))])
t=5, umax= 84.5878 t=10, umax= 62.4608
Q <
t=20, umax= 37.5405 t=40, umax= 30
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10.7 Laplaceoperatorn i andra koordinatsystem

Nér man vill studera potentialférdelningen eller 16sa varmeledningsproblem
i en cylinder eller annan kropp som &r rotationssymmetrisk kring z-axeln ar
det lampligt att utnyttja cylindriska koordinater (r, z).

Om omradet utgors av en cirkulér eller kanske njurformad skiva med
vinkelberoende egenskaper dr en framstéllning i polara koordinater (r, ¢)
bést. Och om vi 6nskar 16sa en PDE i en sfér eller halvsfar dr det naturligtvis
lampligast med sfariska koordinater.

Vi behover darfor kénna till hur laplaceoperatorn ser ut i olika koordi-
natsystem och kunna stélla upp en approximerande fempunktsformel med
berékningsmolekyl analogt med formel (50).

10.7.1 Cylindriska koordinater

Lat oss betrakta Poissons ekvation V2u = F(r, z) i cylinderkoordinater (utan
-beroende):

Pu  10u  0O%u

4+ — 4+~ =F(r2). 53

8r2+7’8r+822 (r;2) (53)
Vi lagger ett gitter med steget h, i r-led och steget h, i z-led. Med de vanliga
centraldifferenskvoterna for derivatorna approximeras differentialekvationen

av foljande uttryck:

Uijr1 = 2U5 +Uijo1 | Wigl — Uig—1 | Uiglj — 2U + U1
2 . 2
h? 2rjh, hZ

= F(rj,zi).

Multiplicera med h2 pa bada sidor och infér beteckningen ~ = h2/h2.
D4 kan differensapproximationen till Poissons ekvation skrivas

hy

Vi 41+ (Wit Fuiv15) —2(14+7)u; 5 = h?nF(Tj, %)
(54)

hy
1— w1 +(1
(g it (5

Berédkningsmolekylen for vinsterledet ser ut sa hér:

L+h /(2r)
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Att r finns i ndmnaren i laplaceoperatorn och dess fempunktsapproximation
stéller till lite problem om det betraktade omradet innefattar r = 0.

For en rotationssymmetrisk kropp med rorform géller att r ar storre &n
noll 6verallt och da &r formel (54) tillimpbar i alla gitterpunkter. Men om
cylinderkroppen ar kompakt utan hal runt z-axeln méaste vi underséka vad
som hénder vid r = 0. Av (rotations-)symmetriskil galler att du/0r = 0 dér.
Den andra termen i laplaceoperatorn i formel (53) blir da 0/0, vilket innebér
att vi far anvindning av I’Hospitals regel. Vad sker da? Jo, just vid r = 0
kommer differentialekvationen att éverga till

Pu

W‘F@:F(O,Z). (55)

(Héarled dettal)
I diskretiseringen i 7-led finns index j = 1 vid randen r = 0. Formel (55) och
symmetrin kring z-axeln leder till féljande differensapproximation:

Auio +y(wim11 + wip1,1) — 2(2 4+ 7)ui1 = h2F(0, ).

Dérmed har vi kommit en god bit pa végen i finitadifferensmetoden for 16s-
ning av Poissons ekvation i cylinderkoordinater.

For ovrigt giller det att folja algoritmen i avsnitt 10.1.2 fér FDM pa
Poissons ekvation fast nu i en modifierad version med hansyn tagen till cy-
linderfallets fempunktsformel och tillhérande berdkningsmolekyl.

10.7.2 Polara koordinater
I plana poléra koordinater lyder Poissons ekvation

Ou  10u 1 0%u B
a2 T ror Tege - e
Som synes paminner denna ekvation mycket om formel (53). Darfor kommer
dven differensapproximationen att vara snarlik (54). I radiell led &r diskreti-
seringssteget liksom tidigare h,..
I p-led later vi ¢ utgora en liten vinkelforandring, (t.ex. d¢ = 27/30).
Infér beteckningen vy = h2/(dp)?. Da kan differensapproximationen i
polara fallet skrivas

hy h,
i (14 o

1—
( 27’]' 27’j

)Ui,j+1+%(ui—1,j+ui+1,j)—2(1+%)Um‘ = I F(rj, pi)
J
(56)
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Berdkningsmolekylen for vinsterledet far foljande utseende:

1-h /(2r)

Precis som i cylinderfallet blir det lite problematiskt om r = 0 rakar vara
en inre punkt i det betraktade omradet. Detta atgirdas har pa samma satt
som i foregaende avsnitt.

Nér man vill 16sa Laplaces ekvation i ett omrade dar poldra koordinater
passar bast kan foljande funktion vara anvindbar. Den &r en motsvarighet
till funktionen fbyggAlp for cartesiska koordinater i avsnitt 10.1.2.

I poléara fallet ar diagonalelementen inte —4 utan beroende av r. Darfor
reserveras nu utrymme i vektorerna &ven for dessa; det innebér totalt 5N
ickenollelement enligt fempunktsformeln.
function [A,gl=fbyggpolarlp(I,J,S,nfi,nr,dfi,hr,r)

% Polédra koordinater, bygger upp A och g i laplacefallet
% Randvidrdesmatrisen S har storleken (nfi,nr)

N=length(I); p=sparse(I,J,1:N,nfi,nr);
g=zeros(N,1);

Arow=zeros(1, 5%N); % reservera plats for 5N element (diagonal)
Acol=Arow; Aval=Arow;
m=0;

for k=1:N, i=I(k); j=J(k);
gam=(hr/dfi)~2;
cg=gam/r(j)~2;
cdr=hr/(2*r(j));
m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=k; Aval(m)=-2%(1l+cg); 7 diagonalelement
if p(i+1,j)>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=p(i+1,j); Aval(m)=cg;
else g(k)=g(k)-S(i+1,j)*cg; end
if p(i-1,j)>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=p(i-1,j); Aval(m)=cg;
else g(k)=g(k)-S(i-1,j)*cg; end
if p(i,j+1)>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=p(i,j+1); Aval(m)=1+cdr;
else g(k)=g(k)-S(i,j+1)*(1+cdr); end
if p(i,j-1)>0, m=m+1; Arow(m)=k; Acol(m)=p(i,j-1); Aval(m)=1-cdr;
else g(k)=g(k)-S(i,j-1)*(1-cdr); end
end
A=sparse (Arow(1:m) ,Acol(1l:m),Aval(l:m),N,N);
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10.7.3 Sfariska koordinater

Lat oss nu betrakta Poissons ekvation i sfiariska koordinater (7,6, ), men
liksom i fallet med cylindriska koordinater inskrénker vi oss till p-oberoende
tillampningar och skippar alltsa den tredje variabeln .

Vinsterledet (laplaceoperatorn V2u) kan i sfiriska fallet med koordina-
terna r och 6 uttryckas pa olika sétt:

U2y — 182(1”’) 1 0 ( 8u>

-  (sing 2=
r Or? r2sinf 00 St 00

eller

U2y — Pu  20u 1 <82u 1 8u>

o2 Trar T2\ 902 " tano a0
Derivering av produkterna i det 6vre uttrycket leder till det undre uttrycket.
Visa dettal
Vinkeln 6 ar noll vid nordpolen och 6 = 7 vid sydpolen.
Finitadifferensmetoden pé Poissons ekvation borjar med diskretisering i
r-led med steget h, och i f-led med §0. Med differenskvoter for derivatorna
som tidigare och med beteckningen v = h?/(860)? erhalls féljande differens-
approximation till Poissons ekvation:
(1— i—;)uid'_l—i-(l-}- ];_;)Ui’j+l+rlj2(1_ %)Ui_l’j+%(l+m)ui+l’j_

(1 4 %)um = R2F(r;,6;) (57)
J

(1—66/(2tan6i))y/rj2

(1+6G/(2tan6i))y/rj2

Forutom att det kan trassla vid r = 0, méaste atgarder ocksa vidtas vid
0 = 0 och 6 = 7, eftersom ndmnarna som innehéaller tan @ blir noll vid dessa
vinklar. Dér géller av symmetriskil det naturliga randvillkoret du/00 = 0,
och ’'Hospitals regel hjilper oss att fa bukt med problemet.
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11 Numerisk behandling av hyperboliska PDE

11.1 Vagekvationen

Den vanligaste hyperboliska partiella differentialekvationen ar vagekvatio-
nen:
Pu 4 0%
o2~ " a2
dar a ar vagutbredningshastigheten. For en entydig 16sning till vagekvationen
krdvs tva begynnelsevillkor u(z,0) = ug(x), %(:U,O) = g(z) och tva
randvillkor w(0,t)= fo(t), u(L,t)=fL(t) .

Vi utnyttjar som vanligt finitadifferensmetoden med en indelning av in-
tervallet 0 < z < L i N delintervall och med steget h = L/N i z-led.
Tidssteget &r dt och vi 6nskar berdkna en numerisk losning till u(x,t) vid
tidpunkterna t = k - 6t fram till en slutlig tidpunkt .

Lat u;, beteckna den numeriska approximationen till u(z;, ;). Ekvation
(58) omformas till

0<z<L, t>0 (58)

Ui 1 — 2Uik + Ui f—1 _ g2 Ytk — 2w + Ui—1
(0t)2 h2
som ocksa kan skrivas
a ot
Uj o1 = 2Ujk — U p—1 + (T)Q(Ui—i-l,k — U 4+ U1 k). (59)

Om man kinner u-viardena vid tiderna tj_; och t; &r uttrycket (59) en
explicit formel for att rdkna fram w-vardena vid tiden ¢x1 1. Explicita metoder
lider ju alltid av stabilitetstrubbel; for formel (59) kan man visa att stabilitet
rader om a dt/h < 1. Detta kallas for CFL-villkor efter de tre matematikerna
Courant, Friedrich, Levi.

Det betyder att om vi har skaffat oss en diskretisering med litet steg h i
z-led ar vi tvungna att ur stabilitetssynpunkt begréinsa tidssteget dt sa att
det uppfyller ¢t < h/a. Man kan visa att bista numeriska resultat erhalls da
tidssteget tas som rumssteget dividerat med utbredningshastigheten a, alltsa
0t = h/a. Eftersom det da géller att “T‘St =1 kan formel (59) forenklas till

Ui k1 = Wim1 b + Uit 1 ke — Ui k—1- (60)

Vid starten da k = 0 kommer (60) att lyda w; 1 = wj—1,0 + ©it1,0 — Ui—1-
Det maste atgédrdas sa att den odnskade termen w; _; elimineras. De kén-
da uttrycken for u och tidsderivatan vid starten behover utnyttjas, alltsa
begynnelsevillkoren u(z;,0) = ug(x;) och %(l’i,()) = g(x;).
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Vi utnyttjar centraldifferenskvot for tidsderivatan vid ¢ = 0 och far foljande
approximation
(u“ — ui7_1)/25t = g(a:l) = Uj—1 = U1 — 25tg(3:i).

Inséttning i formel (60) for w; 1 ger ;1 = wi—1,0 + uit1,0 — (w1 — 28t g(z;))
som efter lite putsning leder till
Ui—1,0 + Uit1,0 uo(i—1) + uo(it1)

U1 = — 5 +otg(z;) = 5 + ot g(z;).

Med detta uttryck berdknas u-vérdet i alla diskretiseringspunkter vid tiden
t1. Dérefter fortsdtter man berdkningarna med formel (60).

Exempel: Rita vagutbredningen for en stréng med langden L = 0.4 och
a = 2 som &r fast inspind i dndarna, u(0,t) = u(L,t) = 0. Stréngen sldpps
fran stillastaende (tidsderivatan noll) vid liget u(x,0) = 22(L — x).
Diskretisera strangen i 20 delintervall med rumssteget h = 0.4/20 = 0.02.
Tidssteget véljs till 6t = h/a = 0.02/2 = 0.01, och berdkningarna utfors
fram till tiden 0.8. Stréngens ldge vid starten &r markerad med stjérnor.

a=2; L=0.4; N=20; dx=L/N; x=0:dx:L;
dt=dx/a % basta val av dt
t=0; u0=x."2.*(L-x); u=ul0; T=t; U=u’;
subplot(2,1,1), plot3(x,zeros(N+1,1),u0,’*’), hold on
g=zeros(N-1,1); % du/dt vid starten
v=[0; (u(1:N-1)+u(3:N+1))/2+dt*g; 0]; t=t+dt; T=[T; tl; U=[U; v’];
while t<0.8

uold=u; u=v;

v=[0; u(1:N-1)+u(3:N+1)-uold(2:N); 0]; t=t+dt; T=[T; t]; U=[U; v’];
end
mesh(x’,T,U)

u(x,t), 0<x<0.4

Studera Heath avsnitt 11.1, 11.2.
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11.2 Envagsvagekvationen

Modellproblemet for en forsta ordningens hyperbolisk partiell differential-
ekvation lyder
ou ou
— =—-a—, t>0 61
ot ox - (61)
med begynnelsevillkoret u(z,0) = f(x), dar f ar ett givet funktionsuttryck
som anger vagformen i startogonblicket.
Differentialekvationen satisfieras av wu(z,t) = f(z — at) (visas genom
derivering och utnyttjande av kedjeregeln).

Det innebér att initialvagen f med
oforandrat utseende flyttar sig at
hoger (eller at vinster om a <0) med
hastigheten a. Losningen till den lin-
jara modellekvationen (61) bestdms
alltsa helt av begynnelsevillkoret.

Eventuella diskontinuiteter vid starten finns kvar, ingen spridning eller damp-
ning sker vilket ar fallet i virmeledning och diffusion (paraboliska PDE).

Beteendet ar typiskt for hyperboliska PDE; vagor med skarpa vagfron-
ter av typen chockvagor fortplantas oférminskade. P4 grund av detta sigs
differentialekvationen (61) vara konservativ.

Den konserverande egenskapen kan orsaka svarigheter vid numerisk han-
tering av hyperboliska ekvationer eftersom varje litet numeriskt fel, t ex
diskretiseringsfel i finitadifferensmetoden, ocksa konserveras.

11.2.1 Numeriska algoritmer baserade pa FDM

Fo6r modellekvationen &r 16sningen u(x,t) helt och hallet kind och ingen nu-
merisk behandling behovs. Men redan vid smérre modifieringar av (61) kan
det vara omgjligt att finna en exakt 16sning, utan en vil fungerande nume-
risk metod ar nodvandig. Darfor ér det intressant att studera egenskaperna
hos olika numeriska algoritmer &ven fér modellproblemet, dér resultatet kan
jamforas med den exakta 16sningen.

Precis som vid paraboliska och elliptiska ekvationer utnyttjar vi finita-
differensmetoden i lamplig form. I z-led gors diskretisering pa vanligt sétt
med steget h, och tiden diskretiseras med tidssteget dt.

Den enklaste algoritmen &r uppvindsalgoritmen, &ven kallad FTBS,
vilket star for "Forward-Time Backward-Space”. Den utnyttjar framatdif-
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ferenskvot for tidsderivatan och bakatdifferenskvot for rumsderivatan, alltsa

Ui k4+1 — Uik a Uik — Ui—1,k
ot h

Om man kénner virdena i diskretiseringspunkterna vid tiden t; far vi fol-
jande explicita uttryck for berdkning av u-vardena vid tg11:

a ot
Ui 1 = Ui o — T(ui,k — U1 k) (62)

Metoden &r stabil om CFL-villkoret adt/h < 1 &r uppfyllt, alltsd samma
krav som i differensuttrycket (59) for vagekvationen. Aven hir giller att
adt/h =1 ar ett gott val, sd att tidssteget i berdkningarna ar dt = h/a.

I fortsattningen betecknar vi adt/h med ~y. Formel (62) skrivs alltsa
Uj g1 = U — y(u@ E— Ui—l,k)- Uppvindsalgoritmen ar noggrannhetsméssigt
inte sdrskilt bra, diskretiseringsfelet for bakatdifferens av rumsderivatan ar
O(h). I t-led &r det Eulers metod som anvénds, och den har som bekant
ett fel som ar proportionellt mot tidssteget §t. Sammanfattningsvis galler
alltsa att uppvindsalgoritmen FTBS ger resultat som dr behéftade med ett
fel O(dt) + O(h).

En annan tédnkbar algoritm &r FTCS, dar CS star for centraldifferenskvot
i rummet. Det dr en noggrannare derivataapproximation och trunkeringsfelet
for rumsdiskretiseringen dr O(h?). Den partiella differentialekvationen (61)
approximeras nu av

Yik+1 — Uik = —a Uitk — BimLk — Uik 1_U'k—1(u' 1k~ Ui—1k)
5t 2h LT TR e

Det visar sig dock att FTCS-algoritmen alltid ar instabil och leder till kraftigt
viaxande oscillationer, hur litet 6t som &n véljs.

11.2.2 Lax-Friedrichs metod och Lax-Wendroffs metod

En modifiering av FTCS ar Lax-Friedrichs metod da forsta hogerledster-
men u;; i FTCS ersdtts av medelvirdet av omkringliggande termer alltsa
(wi—1,k + wit1k)/2. Denna lilla fordndring visar sig ge stabilitet om v < 1
ar uppfyllt. Formeln for Lax-Friedrichs metod blir

U1k T Uik Y
Ui k41 = - 9 §(ui+1,k - Uz‘—1,k)-
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Med en annan modifiering kan FTCS-algoritmen byggas ut till en stabil och
populérare algoritm. Den gar under namnet Lax-Wendroffs metod och lyder

2

Ui 1 = Ui fp — %(Ui-i-l,k — Ui—1 k) + %(Uiﬂ,k — U +ui—1).  (63)
Den tillagda y2-termen gér att metoden far samma stabilitetsegenskaper som
uppvindsalgoritmen, alltsa stabil om v < 1 ar uppfyllt. Néar det géller egen-
skapen noggrannhet dr Lax-Wendroffs metod béttre &n uppvindsalgoritmen,
felet &r proportionellt bade mot kvadraten pa tidssteget och rumssteget, vil-
ket vi skriver O((0t)?) + O(h?).

Hérledning av formel (63) kan goras genom nagra termer i en taylorut-
veckling i t-led kring 5, vid diskretiseringspunkten = = x;:

| - ou\ (512 (0%

I taylorutvecklingen ingér tidsderivator som behéver uttryckas som rums-
derivator. Har kommer ekvation (61) in, och for forstaderivatan har vi sam-

bandet: % = —a %. Derivera bada leden med avseende pa t:
otz otox ox \ot) Ox ox)  Ox?

Satt in detta i taylorutvecklingen och trunkera efter tre termer:

u(ws, t+0t) ~ u(wi,ty) + 0t (%), + G5 (ng)

[5] 2
x;
2
o) - adt (3),, + C00 (24)

Ersétt rumsderivatorna vid z = x;, t = t;, med differensapproximationerna

Ou 1 0%u 1
- ~ —(u; — U h i r~ (s _ o, a
<3x>mi Qh(uﬁ-l,k ui—1k) OC (aﬁ)xi 72 (Uit1 ke — 2uig + Uim1 k)

bada med ett fel O(h?). Vid avbrott efter tre termer i taylorutvecklingen
erhalls en approximation till w(x;,t5+1) som vi betecknar w; 41 med det
lokala trunkeringsfelet O((6t)%). Det globala felet — da man stegat fram till
onskad sluttid tg,; — dr O((5t)?).

Om vi ersdtter forsta termen i tayloruttryckets hogerled med u; och
byter a dt/h mot ~, sa aterfinner vi formel (63). Darmed &r hérledningen av
Lax-Wendroffs algoritm klar.
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Exempel: Vi provar Lax-Wendroffs metod pa modellproblemet (61) med
a = 0.5 och med en vagform vid ¢ = 0 som definieras av vektorn f i program-
koden nedan. Metoden &r stabil om v < 1; med en diskretisering i rumsled
pa h = 0.1 géller att 6t = hy/a < 0.1/0.5 = 0.2. Figurerna visar vad som
hénder i tre berdkningsfall, forst med ett lite for stort tidssteg som ger in-
stabilitet, dédrefter med idealsteget 6t = 0.2 och slutligen med ett mindre
0t som leder till en stabil 16sning men dar vagformen sldtas ut en aning vid
varje tidssteg. Vagprofilen vid starten och vid tg,; = 3 &r markerade med
tjockare linjer.

gamma=1.1
15 J 1 ‘
it y/‘\v,;‘\ \M“ ]
LR
VidAYARYANE
0 Ax\‘M&VA\fA\AAJA AL
0 0.5 i 1% 2 2%
gamma=1
1.5 T
1k i
0.5F B
0
0 o5 1 15 2 25
gamma=0.8
1.5 T
1k i
0.5F B
0
0 0s 1 15 2 25
a=0.5; L=3;
N=30; h=L/N; x=0:h:L; x1=0:h:0.5; x2=0.5+h:h:1; x3=1+h:h:L;
f=[4*x1.%x(1-x1) 2%(1-x2) =zeros(size(x3))]; % vagform vid starten

gamkoll=[1.1 1 0.8]; tslut=3;
for nr=1:3
gamma=gamkoll(nr); dt=h*gamma/a; t=0; u=f;
subplot(3,1,nr), plot(x,f,’LineWidth’,2), hold on
axis([0 2.6 -0.3 1.5]), title([’gamma=’ num2str(gamma)])
while t<tslut
D2u=u(3:N+1)-2*xu(2:N)+u(1:N-1);
u=[0 u(2:N)-gamma/2*(u(3:N+1)-u(1:N-1))+gamma~2/2+%D2u 0] ;
t=t+dt; plot(x,u)
end
plot(x,u,’LineWidth’,2)
end
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12 Diskret fouriertransform, DFT och FFT

12.1 Anpassning med trigonometriskt polynom

Viborjar med ett litet exempel for att introducera begreppen trigonometriskt
polynom och diskret fouriertransform vid periodiska férlopp.

12.1.1 Trigonometrisk anpassning till sex matdata

Vi har en uppséttning ekvidistanta méatdata for en periodisk funktion vars
period ar T' = 3 sekunder. Data har métts vid tiderna t = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5
och givit: y1 = 2.5, yo =5, y3 = 3.5, y4a = 2, y5 = 4 och yg = 0.5. De ar
alltsa samplade med tidssteget 4t =0.5. Vid tiden ¢ = 3 kommer det forsta
y-virdet tillbaka igen pa grund av det periodiska férloppet. Frekvensen &r
fi=1/T, alltsd 1/3 Hz i detta exempel. Vinkelfrekvensen brukar betecknas
w och definieras av w = 2w f; = 27 /T.

Vi 6nskar finna ett trigonometriskt polynom y(t) som interpolerar genom
de sex givna punkterna. Grundfrekvensen (grundtonen) ar kédnd, men for-
utom cosinus- och sinusterm for denna frekvens kan y(t) innehalla 6vertoner,
dvs cosinus- och sinustermer med vinkelfrekvensen 2w, 3w, etc.

Eftersom sex matpunkter &r givna kan det trigonometriska polynomet
ansittas med sex okénda koefficienter:

y(t) = ap + a1 cos wt + by sin wt + ag cos 2wt + by sin 2wt + ag cos 3wt (64)
Interpolationskravet ger oss sambanden F(t;) =y, for j=1,2,3,4,5,6:
ap + aq cos wt; + by sinwt; + ag cos 2wt; + by sin 2wt; + ag cos 3wt; = y;

som i matrisform Ac =y kan skrivas

1 cosw0 sinw 0 cos2w 0 sin 2w 0 cos 3w 0 ao 2.5
1 cosw0.5 sinw0.5 cos2w0.5 sin2w0.5 cos3w0.5 a1 5.0
1 coswl sinwl cos2wl  sin2wl cos3w 1 by | |35
1 coswl.hb sinwlb cos2wl.5 sin2wl.5 cos3wl.b as | — |20
1 cosw?2 sinw 2 cos 2w 2 sin 2w 2 cos 3w 2 bo 4.0
1 cosw?2.b5 sinw?2.5 cos2w?2.b sin2w?2.5 cos3dw?2.5 as 0.5

dar ag, a1, by az, be, ag ar de okdnda komponenterna i vektorn c. Vinkel-
frekvensen w ar 27/3, och med det virdet insatt i systemmatrisen A ovan
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kommer den att bli

1 0 1 0 1
172 V32 —1/2 V3/2 -1
-1/2 V3/2 —1/2 —V/3/2 1
~1 0 1 0 ~1
—1/2 =32 —1/2 /3/2 1
172 —V3/2 —1/2 —/3/2 -1

G G T G WG Y

Man kan undra varfor hogsta frekvensen 3w i uttrycket (64) inte har nagon
sinusterm utan bara en cos 3wt. Ja, ta och berdkna sin3wt; for de sex giv-
na t;-virdena och avgor vilken information som dessa virden skulle kunna
tankas tillforal

Med sex data ar det trigonometriska polynomet (64) uppbyggt av termer
med grundfrekvensen f; = % samt de tva overtonerna fo = % och f3 = %
Hogre frekvenser ar inte mojliga att urskilja vid denna sampling.

Den maximala frekvensen kallas nyquistfrekvensen och den bestdms av
fmaz = NT/Z, nidr N ar antalet samplade data under en period. Nyquist-

frekvensen ar alltsa i vart exempel % =1.

Ett naturligt satt att erhalla de obekanta koefficienterna skulle vara att
16sa systemet Ac =y med gausselimination. Men sa gar man aldrig tillviaga!
Man utnyttjar i stéllet att matrisen vid ekvidistant samplade méatdata har en
trevlig ortogonalitetsegenskap: kolumnerna i A &r ortogonala mot varandra.
Multiplicera vinsterled och hégerled i ekvationssystemet med AT (precis
som vid minstakvadratmetoden), alltsa AT Ac = ATy.

Matrisen AT A blir pa grund av ortogonaliteten en diagonalmatris, och i
fallet med sex métdata blir diagonalelementen 6, 3, 3, 3, 3, 6 (férvissa dig om
detta). Da antalet méatdata dr N kommer forsta och sista diagonalelementet
att vara N och de 6vriga N/2.

Hogerledsvektorn ATy kommer i vart fall att innehalla sex komponenter
som i tur och ordning &r

6 6 6 :
di—1Yis  Doje1yjcoswty, Do y;sinwt;,
Z?:l yj cos 2wt ;, 25:1 y; sin 2wt ;, 25:1 y; cos 3wt

Eftersom ekvationssystemet nu fatt en diagonalmatris, erhalls varje 16snings-
komponent som hogerledselementet dividerat med diagonalelementet, alltsa

_ 1 6 1 6 _ 1 6 .
ap =5 D=1 Yi @1 =3> j_qYyjcoswl;, by =3)  y;sinwt;,
1 6 16 . 1 6
az = 3 ijl yj cos 2wtj, by = 3 ijl yjsin2wt;, az = g ijl Y; cos 3wt
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I vart exempel far fourierkoefficienterna ay och by foljande varden:
ap = 2.9167, a; = —0.1667, by = 1.1547, as = —0.6667, by = 1.4434, a3 = 0.4167.

Forsta koefficienten ag ar medelvirdet av métdata. De 6vriga termerna i det
trigonometriska polynomet (64) kan vi para ihop:

y(t) = ap + (a1 cos wt + by sinwt) + (ag cos 2wt + by sin 2wt) + ag cos 3wt
och de utgors av tre sinussvangningar vars amplituder bestams av

\ai + b =1.1667, /a3 +b3=1.5899, |as| = 0.4167.

I ett spektrogram askadliggér man amplituden vid varje frekvenskomponent.

Med grundfrekvens Forsta dvertonen medtagen
5 o} 5 ®
4 4
3 3
2 2
1 1 T
0 i 0 i
0 1 2 3 0 1 2 3
Andra 6vertonen medtagen Spektrogram
2
5
4 15 ¢
3 1
2
0.5
1 T
0 0
0 1 2 3 0 0.5 1
Tid Frekvens

Figuren visar hur vél data approximeras forst av enbart grundtonen (de tre
forsta termerna i det trigonometriska polynomet), darefter med forsta éver-
tonen tillagd (fem termer medtagna) och till slut den interpolerande kurvan
med alla sex termerna medtagna. I nedre hogra bilden visas spektrogrammet.

Studera Heath avsnitt 12.1, 12.2, 12.3, 12.6.
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12.1.2 DFT och fourierkoefficienter, allmint

Nér man har N stycken ekvidistant samplade métdata 6ver en period T,
kommer det trigonometriska polynomet (64) att utvidgas till

y(t) = ap+ay cos wt+by sin wt+as cos 2wt+bg sin 2wt+- - - +a,, cos mwt (65)

dar m = N/2 och w = 27/T. De totalt N stycken fourierkoefficienterna
bestdms av uttrycken:

_1<wN
aO_Nijlyja

ay = % Eévzl yjcos kwtj, by = % Zjvzl yjsinkwt;, k=1,2,..,m—1

am = % Zjvzl yj cos mwt;
(66)
Detta forfarande kallas diskret fouriertransform, DFT.

12.2 Komplex ansats — DFT fiffigt och effektivt med FFT

Med hjilp av Eulers identitet €'Y = cos¢ + i sin ¢ kan det trigonometriska
uttrycket y(t) skrivas med en komplex ansats. I fallet med sex samplade data
kan foljande sex ekvationer (j =1,2,...,6) stéllas upp:

% (YO + Yleiwtj + Y262iwtj + Y363iwtj + Y464iwtj + Y5e5iwtj) =y (67)
for bestdmning av sex okénda komplexa koefficienter Y, Y7,...,Y5.

I formel (64) ingick vinkelfrekvenserna w, 2w, 3w, men i det komplexa ut-
trycket (67) tycks det som om vinkelfrekvenserna 4w och 5w ocksa finns med.
Detta ar faktiskt en ren berdkningsfiness — egentligen ser ansatsen for det
komplexa uttrycket ut sa hér:

1 . . . : .
6 [YO + (Ylezwtj + Y_le—zwtj) + (YerZzwtj 4 Y_Qe—sztj) + Y363zwtj] =y,
Man kan dock visa att for de N =6 samplingspunkterna t; géller identiskt

e wti = e(N=Diwt; ooy e—2itj — o(N=2)iwtj Detta leder till den dvre formeln
(67) om vi samtidigt doper om Y_; till Yy_1 = Y5 och Y_5 till Yy_o =Y.
Allmént géller att den komplexa fourieransatsen for NV samplade data (¢;, ;)

skrivs pa formen
1 N=
j—ﬁz el j=1,2,...,N (68)
k=0
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dar de komplexa fourierkoefficienterna Yj, bestdms av

N
Vo= e, k=0,1,2,...,N-1 (69)
j=1

Termen Yy/N ar medelvérdet av métdata, alltsa lika med fourierkoefficienten
ap 1 (66). Liksom tidigare later vi m beteckna N/2. Da géller att Y,,/N &r
koefficienten for nyquistfrekvenstermen, Y,,/N overensstammer med a,, i
formel (66). Ovriga samband ir:

Yk/m:ak—ibk, YN_k/m:ak—i-ibk for k:1,2,...,m—1.

Det innebar alltsa att Yy_x ar komplexkonjugatet av Yy, darfor riacker det
att berdkna m koefficienter.

Omvént kan fourierkoefficienterna ay och by for k = 1,2,...,m—1 ut-
tryckas i de komplexa koefficienterna enligt

ap = Re(Yk)/m, bk = —Im(Yk)/m

For den uppséttning data som vi hade i avsnitt 12.1.1, alltsa sex y;-virden
2.5, 5, 3.5, 2, 4.0, 0.5, uppmatta vid t; = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5 erhalls de
komplexa fourierkoefficienterna:

Yo =175, Yi = —0.5— 3.4641i, Yy = —2.0 — 4.3301,
Yy =25 Yi=-20+4.3301i, Ys=—0.5+3.4641i.

Kontrollera att de ovan namnda fourierkoeflicientsambanden stammer 1 detta
exempel!

Antalet operationer for att bestdmma de komplexa fourierkoefficienterna Y}
ir proportionellt mot N? vid summation enligt formel (69). Men genom
listighet vid summeringen kan Yj berdknas effektivare med den sa kallade
snabba fouriertransformen, Fast Fourier Transform®, forkortat FFT, som i
MATLAB finns som standardfunktionen £ft. Antalet operationer blir i FFT-
algoritmen proportionellt mot N log N. Antalet samplingspunkter N viljs
alltid som ett jamnt tal, oftast som en tvapotens.

8Fér hérledning av FFT-algoritmen, se Heath, avsnitt 12.2.
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12.3 Tillampningar med DFT och FFT

12.3.1 Diskret fouriertransform till 64 matdata

64 samplade data

Bestiam DFT for figurens 64 da- °[.” ‘ o
ta samplade under en tidsrymd 4 Zx;(:" § Z"*f .
pa T = 4 sekunder vid tidpunk- 5| ’i:{ xR ’2; ]
terna t; = 0, 0t, 20t,...,630t, | M
diir 6t = T/64. ooy

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Bestdm nyquistfrekvensen och beriakna fourierkoefficienterna ag och by dels
med de explicita uttrycken i (66), dels med hjalp av MATLABs fft.

Eftersom de samplade datapunkterna i sjdlva verket skapats ur foljande
uttryck av cosinus- och sinustermer

y(t) = 3.2+ 0.9cos 7t + 0.7sin 7t + 0.5 sin 47t + 0.3 cos 107t

bér spektrogrammet for den berdknade diskreta fouriertransformen aterge
just uttryckets tre frekvenser.

Nyquistfrekvensen bestdms av fax = NT/Q = % och &r alltsd 8 Hz. Ett
forslag till programkod &r foljande:

% dftex2, diskret fouriertransform med explicita formler och med FFT
clear, clf
N=64; T=4; dt=T/N; t=dt*(0:N-1)’; m=N/2; df=1/T;
y=3.2+0.9%cos (pi*t)+0.7*sin(pi*t)+0.5*sin(4*pi*t)+0.3*cos (10*pi*t) ;
subplot(2,1,1), plot(t,y,’*’), title(’64 samplade data’), hold on
tt=2%pixt;

a0=sum(y)/N; % a0 &r medelvdrdet av data
Af=[1; Bf=[1;
for k=1:m-1, wt=k*tt/T; % ovriga fourierkoeff ak och bk

ak=sum(y.*cos(wt))/m; Af=[Af; ak];
bk=sum(y.*sin(wt))/m; Bf=[Bf; bk];

end

am=sum(y.*cos (m*tt/T))/N; Af=[Af; am]; Bf=[Bf; 0];

Y=££t(y); % fourierkoeff med FFT
AO=Y(1)/N; % fourierkoefficienten AO=al
Y(1)=[1; C=Y(1:m)/m; C(m)=C(m)/2; % ovriga koeff (komplex form)
A=real(C); B=-imag(C); % koeff for cos- och sintermer
yapp=A0;

for k=1:m, wt=k*tt/T; yapp=yapp+A(k)*cos(wt)+B(k)*sin(wt); end
plot(t,yapp,’c’)
freq=df*(1:m)’;
subplot(2,1,2), stem(freq,abs(C)), title(’Spektrogram’), xlabel(’Frekvens’)
% Kolla att berdkningsmetoderna ger samma fourierkoefficienter
Adiffkoll=norm(Af-A,inf), Bdiffkoll=norm(Bf-B,inf)
% Resultat: Adiffkoll=7e-15, Bdiffkoll=6e-15
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64 samplade data
T

I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Spektrogram
T
1k 4
0.5F Iﬁ b
0 & & & T & &
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Frekvens

Spektrogrammet visar att de tre frekvenserna 0.5 Hz, 2 Hz och 5 Hz finns i den
diskreta fouriertransformen med amplituderna 1.1402, 0.5000 och 0.3000, vilket var
vintat (amplitudvirdet 1.1402 &r +/0.92 + 0.72).

12.3.2 Frekvensanalys av brusade data

Bestdm nu den diskreta fouriertransformen (DFT) for 64 samplade punkter
under tidsperioden tva sekunder for funktionen

y(t) = 4+ 0.9cos(27 f1t) + 0.7sin (27 f1t) + 1.2sin(27 fot) + 0.5 cos(27 f3t)
med f1 =4 Hz, fo =7 Hz och f3 = 11 Hz. Vi lagger pé ett normalférdelat
brus med standardavvikelsen 0.5 och medelvérdet noll. De brusade méatpunk-
terna ar asteriskmérkta och den ursprungliga ostorda funktionen &r prickad
i figuren. Programmet utfor FFT och skapar ett spektrogram.
Pa grund av bruset kommer Samplade data med brus
spektrum inte bara att inne- S
halla de tre ursprungliga fre-
kvenserna utan det blir bidrag
fran néstan alla frekvenser fran
den lagsta 1/T = 0.5 Hz till
nyquistfrekvensen N/(2T) =
16 Hz. 15
Vi later programmet plocka
ut de fourierkoefficienter som
overstiger tjugo procent av ost

I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

Spektrogram
T

maximala fourierkoefficienten,

Lecooooo P, 0 alel Q?T??OT‘P\T‘P‘P
2 4 6 8 10 12 14 1

resten filtreras bort. 0 6

122



I detta fall kommer vektorn Frekv att innehélla de tre komponenterna 4, 7
och 11. Den heldragna kurvan visar den approximerande fourierutvecklingen
med dessa tre medtagna frekvenser.

N=64; T=2; dt=T/N; t=dt*(0:N-1)’; m=N/2; df=1/T;

f1=4; £2=7; £3=11; tt=2%pix*t;

y=4+0.9%cos (£1*tt)+0.7*sin(f1*tt)+1.2xsin(£2*tt)+0.5*xcos (£3*tt);
yb=y+0.5*randn(N, 1) ; % data med normalfdrdelat brus
subplot(2,1,1), plot(t,yb,’*’, t,y,’:’), hold on

Y=fft(yb); AO=Y(1)/N;

Y(1)=[]; C=Y(1:m)/m; C(m)=C(m)/2;

A=real(C); B=-imag(C); freq=df*(1:m)’;

subplot(2,1,2), stem(freq,abs(C)), title(’Spektrogram’)

Cmax=max (abs(C)); reltol=0.2; % tjugoprocentsgrins
nr=find(abs(C)>reltol*Cmax) ; % hitta index till stora koeff
Frekv=df*nr’ % frekvenser som tas med
tx=0:0.01:2; yapp=A0; % tat tidsindelning for ritningen
for k=1:length(nr)
wt=2xpi*nr (k) *tx/T; % summera termer med stora koeff
yapp=yapp+A (nr (k) ) *cos (wt)+B(nr (k) ) *sin(wt) ;
end

subplot(2,1,1), plot(tx,yapp,’c’)

12.4 Solflacksaktivitet

Denna tillampning av fourierteknik som géller undersékning av periodiskt f6-
rekommande solflicksaktivitet kan vi finna i boken av KahaneréMolerésNash,
Numerical Methods and Software, Problem P11-12.

For centuries people have noted that the face of the sun is not constant or
uniform in appearance, but that darker regions appear at random locations on a
cyclical basis. In 1848 Rudolf Wolfer proposed a rule that combined the number and
size of these dark spots into a single number. Using archival records astronomers
have applied Wolfer’s rule and determined sunspot numbers back to the year 1700.
Today these are measured by many observatories and the worldwide distribution of
the data is coordinated by the Swiss Federal Observatory on a daily, monthly and
yearly basis. Sunspot activity is cyclical and variation in the Wolfer numbers has
been correlated with weather and terrestrial phenomena of economic significance;
this accounts for the continuing interest in them.

The file sunspot .dat contains the average Wolfer sunspot number for each year
from 1700 to 1987. Write a program to read these numbers and plot them. Then
use FFT on this data. The numbers do not have any noticable trend that needs
to be removed. Plot the power as a function of frequency (the power component
Py, is the square of the absolute value of the k-th complex fourier coefficient). Is
there a single frequency that dominates? What is the period of the dominant cycle?
Between 1987 and the turn of the next century, in what years will sunspot activity
be a maximum?
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Solflacksdata De sista 80 vardena
200 200

1501 150

1001 100

50 50

0 0 )
1700 1800 1900 2000 1900 1920 1940 1960 1980 2000

Till vanster visas samtliga 288 data, och till hoger de sista 80 solflickstalen
(1908 - 1987). Vi gor FFT och ritar upp ett periodogram ("power spectrum”),
som visar att det finns en dominerande fourierkoefficient, ndmligen nummer
26 (variabeln ip) med frekvensen 26/288 = 0.0903 (i enheten dr—'). Om vi
inverterar frekvensen erhalls periodtiden 1/0.0903 = 11.08 ar. Solflacksdata
striacker sig fram till ar 1987, och 1979 hittar vi sista maximivérdet.

Elva ar senare, alltd 1990 och dérefter ar 2001 har man mycket riktigt
kunnat konstatera avsevird solflicksaktivitet.

Periodogram
1000
1000
| ® Period: 11.0769
800 800
6001 5 600
2
o
400} & 400
200} 200
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 10 20 30 40
Frekvens (cykler/ar) Period (&r/cykel)

% solflackfft, FFT p& solflicksdata fran &r 1700 till 1987
clear, figure(l), clf
load sunspot.dat
tid=sunspot(:,1); ys=sunspot(:,2); N=length(tid); m=N/2;
subplot(2,2,1), plot(tid,ys), title(’Solflécksdata’), drawnow
t80=tid (N-80+1:N); y80=ys(N-80+1:N);
subplot(2,2,2), plot(t80,y80, t80,y80,’mo’), title(’De sista 80 vardena’)
G=fft(ys);
yapp=G(1)/N; G(1)=[]; C=G(1:m)/m;
dt=1; df=1/(N*dt), freq=df*(1l:m);
P=abs(C)."2;
subplot(2,2,3), plot(freq,P), xlabel(’Frekvens (cykler/ar)?)
title(’Periodogram’), drawnow
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period=1./freq; % byt till inverterad skalning: &r/cykel
subplot(2,2,4), plot(period,P)

xlabel(’Period (&r/cykel)’), ylabel(’Power’), hold on

ip=find (P==max(P)), pcyk=period(ip), powcyk=P(ip);

plot(pcyk,powcyk, ’r.’,’MarkerSize’,20)

text (pcyk+2,powcyk, [’Period: ’, num2str(pcyk)])

axis([0 40 O 1.2*powcyk]), drawnow

A=real(C); B=-imag(C);

t=tid-tid(1); % transformera s& att t(1)=0

for j=1:ip+3
wt=2xpixj*df*t; yapp=yapp+A(j)*cos(wt)+B(j)*sin(wt);

end

figure(2), clf

subplot(2,1,1), plot(tid,ys,’:’, tid,yapp)

title([’Med ° int2str(ip+4) ’ fourierkoeff:’])

for j=ip+4:60 % 60 koefficienter medtagna
wt=2xpi*jxdf*t; yapp=yapp+A(j)*cos(wt)+B(j)*sin(wt);

end

subplot(2,1,2), plot(tid,ys,’:’, tid,yapp), title(’Med 60 fourierkoeff:’)

I fo6ljande figur ar solflicksdata inprickade och den heldragna kurvan &ar det
approximerande trigonometriska polynomet med de 30 forsta frekvenserna.
I den undre figuren har de 60 forsta frekvenserna tagits med.

Med 30 fourierkoeff:
200 T

150 q

100+ 1

-50 I I I I I
1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000

Med 60 fourierkoeff:
200 T

100 q

50 q

_50 1 1 1 1 1
1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
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12.5 Fouriertransform for en kortvarig puls

Rita ett spektrogram for en puls som har konstant amplitud under en atton-
del av en hel samplingsperiod som omfattar 128 data. Vara y-viarden bestar
av en vektor med N = 128, vars forsta 16 komponenter &r ett, 6vriga &r noll.

Spektrogrammet visar att de storsta fourierkoefficientamplituderna finns
vid laga frekvenser och att spektrum har ett Si%-beteende.

Signal Spektrogram
1.2 20

1
0.8 157,
06
10} *
0.4

0.2
0

_02 0 e o
0 50 100 0 20 40 60 80
Frekvensnr

N=128; y=zeros(N,1); y(1:16)=1;

subplot(2,2,1), plot(0:127,y), title(’Signal’), axis([0 N -0.2 1.2])
Y=£ft(y);

subplot(2,2,2), plot(0:63,abs(Y(1:64)),’.7)

xlabel (’Frekvensnr’), title(’Spektrogram’)

I exemplet har vi latit diskretiseringssteget §t vara ett, sa att perioden som
vi kallat T tidigare Gverensstammer med antalet samplade punkter N. Det
forenklar programkoden, och det gor ocksa féljande: I spektrogrammet borde
egentligen amplitudvirdena ha en faktor m = N/2 i ndmnaren, men vilken
skala som spektrogrammet har pa vertikala axeln dr mestadels ointressant,
alltsa skalar vi bort den!

Nedan ser vi en rekonstruktion av pulsen da enbart 20 av de 64 ingaen-
de frekvenserna utnyttjas. Som synes uppstar smé oscillationer vid pulsens
kanter. Detta gar under bendmningen Gibbs fenomen. Vad kan hégra bilden
med rubriken "Skiftad FFT” tédnkas forestdlla?

Pulsen rekonstruerad med 20 frekv. Skiftad FFT
1.2 20

0.8 15

0.6
10
0.4

0.2

-0.2 0
0 50 100 0 50 100 150
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Ytrunk=Y; Ytrunk(21:N-20)=0; yapp=ifft(Ytrunk);

subplot(2,2,3), plot(0:127,yapp), axis([0 N -0.2 1.2])

title(’Pulsen rekonstruerad med 20 frekv.’)

Yg=fftshift(Y); subplot(2,2,4), plot(1:N,abs(Yg)), title(’Skiftad FFT’)

Med fftshift pa fourierkoefficientvektorn kan man tillverka ett “skiftat”
spektrogram, mer om det i nésta avsnitt.

Sammanfattning: Diskret fouriertransform kan utforas pa en vektor y med
N komponenter. Den komplexa fouriertransformen erhalls med hjilp av
Y=£ft(y), vilket ger en vektor Y med N komplexa komponenter. Vi vet
att det skulle rdcka med hélften eftersom Yxy_j &r komplexkonjugatet av
Y (och |Yn_g| = |Yk|). Men man behéller gdrna alla N komponenterna i
fourierkoefficientvektorn sa att y och Y har lika manga element.

Nar steget ska tas fran endimensionell till tvadimensionell fouriertrans-
form har vi nytta av vektorbetraktelsen har. Men i 2D-fallet blir det inte
vektorer utan matriser som ska utséttas for diskret fouriertransform med
hjalp av FFT-algoritmer.

12.6 FFT i tva dimensioner pa en enkel bildmatris

Vi ska studera fouriertransformen for en 64 x 64 bildmatris som innehaller tva
sma vita rutor, en med 3 x 3 element och en med 5 x 5, enligt vanstra figuren.
Héar kan vi tillimpa MATLABs tvadimensionella fouriertransform £ft2, som
egentligen bestar av vanlig endimensionell FFT utford i tur och ordning pa
de 64 raderna i bildmatrisen, foljd av FFT pa de just erhallna matrisvirdenas

kolumner fran den forsta till den sextiofjarde kolumnen.
Tva rutor FFT

Skiftad FFT 45 procent frekv borta
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Den hogra figuren visar en intensitetsbild av absolutbeloppen fér de kom-
plexa fourierkoefficienterna — ju storre belopp, desto ljusare ar motsvaran-
de matriselement. Det récker fullstindigt att betrakta en kvarts fourier-
koefficientmatris, t ex 6vre vinstra fjirdedelen av matrisen. Spegling kring
vertikala mittaxeln ger hogersidan; pa samma satt far vi den undre matris-
delen genom spegling i horisontella mittaxeln.

Vanligtvis askadliggors 2D-fouriertransformen sa som den undre vénst-
ra figuren visar, alltsa sa att storsta ljusintensiteten hamnar i mitten. Man
vander helt enkelt upp och ned och byter vinster—hoger pa varje fjarde-
del av fourierkoefficientmatrisen. I MATLAB gors det med fftshift. (Denna
symmetriska FFT-figur anses vara vackrare an bara den noédvéndiga och till-
rackliga fjardedelen av den.)

Det &r intressant att undersoka hur den ursprungliga bildens vita kvadra-
ter deformeras och mer eller mindre suddas ut da hoga frekvenser plockas
bort. I den hogra figuren ar de 45 procent hogsta frekvenserna ar bortkapade.
Programkoden innehaller denna mdojlighet till frekvensbegrénsning.

% fftkvadrat, 2D-fouriertransform pd tva kvadrater
colormap(gray(16)) % graskala
N=64; m=N/2;
z=zeros(N); z(30:34,30:34)=1; =z(31:33,2:4)=1;
subplot(2,2,1), imagesc(z), title(’Tv& rutor’), axis image
G=fft2(z); subplot(2,2,2), imagesc(abs(G)), title(’FFT’), axis image
Gg=fftshift(G);
subplot(2,2,3), imagesc(abs(Gg)), title(’Skiftad FFT’), axis image
k=1:m; [X,Y]=meshgrid(k,k);
disp(’Andel medtagna frekvenser (bryt med p=0).°)
while 1==
p=input(’p: ’); if p>=1 | p<=0, break, end
r=p*m; Hq=X."2+Y.~2<r"2; H=[Hq fliplr(Hq)]; H=[H; flipud(®)];
Gsm=H.*G; zapp=ifft2(Gsm);
subplot(2,2,4), imagesc(abs(zapp)), axis image
title([int2str(100%x(1-p)) ’ procent frekv borta’])
end

12.6.1 Bildmatris med brus

Vi ldgger pa ett normalfordelat brus med standardavvikelse 0.2 och medel-
véirdet noll pa elementen i bildmatrisen, sa att den far utseendet enligt Gvre
vanstra bilden i nésta bildsekvens. Efter att ha utfort ££t2 kan vi antingen
plocka bort till beloppet sma fourierkoefficienter, t ex de som &r mindre dn
30 % av maxkoefficienten, eller kapa de hogsta frekvenserna. I programkoden
provas bada mojligheterna.
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Nar de 30 procent minsta koefficienterna sétts till noll férsvinner fak-
tiskt 64 procent av termerna i fourierutvecklingen. Rekonstruktionen av den
brusade bilden blir som nedre vénstra figuren visar.

Om man i stéllet véljer att kapa de 70 procent hogsta frekvenserna blir

rekonstruktionen av bildmatrisen annorlunda, resultatet ses langst till hoger.
Tva rutor Skiftad FFT FFT, sméakoeff borta

Tva rutor, sméakoeff borta FFT, hogfrekv borta Tva rutor, hogfrekv borta

20

40

60

20 40 60
Andel strukna termer 0.644

% fftkvadratbrus, 2D-fouriertransform p& bildmatris med brus
clear, clf
colormap(gray(16)), N=64; df=1/N; m=N/2;
z=zeros(N); z(30:34,30:34)=1; z(31:33,2:4)=1; 2z=z+0.2*randn(N);
subplot(2,3,1), imagesc(z), title(’Tva rutor’), axis image
G=fft2(z); Gg=fftshift(G);
subplot(2,3,2), imagesc(abs(Gg)), title(’Skiftad FFT’), axis image

Gmax=max (max(abs(G))); p=0.3 % stryk koeff mindre &n 0.3*Gmax
H=abs(G/Gmax)>0.3; [ih,jh]=find(H==0); andelstrukna=length(ih)/N~2
Gsm=H.*G; Ggsm=fftshift(Gsm);

subplot(2,3,3), imagesc(abs(Ggsm)), title(’FFT,smékoeff borta’), axis image
zapp=ifft2(Gsm) ;

subplot(2,3,4), imagesc(abs(zapp)), axis image

title([’Tva& rutor, smdkoeff borta’])

xlabel([’Andel strukna termer ’ num2str(andelstrukna)])

k=1:m; [X,Y]=meshgrid(k,k);

p=0.3; r=p*m; Hq=X."2+Y.~2<r"2; H=[Hq fliplr(Hq)]; H=[H; flipud(H)];
Gsm=H.*G; Ggsm=fftshift(Gsm);
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subplot(2,3,5), imagesc(abs(Ggsm)), title(’FFT, hdgfrekv borta’), axis image
zapp=1f£t2(Gsm) ;

subplot(2,3,6), imagesc(abs(zapp)), axis image
title(’Tva rutor, hégfrekv borta’)

12.7 Bildmatris behandlad dels med FFT dels med SVD

Vi skapar ett nagot intressantare bildinnehall &n bara tva sma kvadrater. Vad
sdgs om en bild p& en hund med husse, hus och stiliserad sol. Bildmatrisen
ar inte stor, den har bara 20 x 20 element.

Pa denna matris utfor vi FFT pa samma sitt som i forra exemplet. Vi
plockar sedan bort fouriertermer med smé koefficienter. Om de tio procent
minsta koefficienterna tas bort, forsvinner 85 procent av termerna. Bildkva-
liteten ar ratt dalig vilket forsta figuren visar. Folj bildsekvensen och kon-
statera hur bildkvaliteten forbéttras i takt med att fourierkoefficienter med
allt mindre belopp tas med.

10 proc minsta stryks 7 proc minsta stryks 5 proc minsta stryks

I_'H oG

el BT -

85 proc strukna termer 71 proc strukna termer 54 proc strukna termer

3 proc minsta stryks 2 proc minsta stryks Ursprunglig bild

oy I

30 proc strukna termer 15 proc strukna termer 10 20

il
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% hundhussefft, datakomprimering med FFT, stryk smd fourierkoefficienter
clear, clf
colormap(gray(21)), load Hundhusse, A=Hundhusse; mn=size(A);
G=fft2(A); Gmax=max(max(abs(G))); R=[107 5 3 2];
for nr=1:5 % stryk termer med sm& koeff
H=abs (G/Gmax)>R(nr)*0.01;
[ih, jh]=find (H==0) ; andelstrukna=length(ih)/prod(mn)
Gsm=H.*G; Aapp=ifft2(Gsm);
subplot(2,3,nr), imagesc(abs(Aapp)), axis image
title([int2str(R(nr)) °’ proc minsta stryks’])
set(gca,’YTick’, [1,’XTick’, [1)
xlabel([int2str (100*andelstrukna) ’ proc strukna termer’]), drawnow
end
subplot(2,3,6), imagesc(A), axis image, title(’Ursprunglig bild’)

Nu prévar vi trunkerad singulérvirdesfaktorisering pa samma hund—husse—
hus—matris. Figurerna nedan har férst fem medtagna singularviarden, darefter
tio och femton. Som synes &r resultaten snarlika i FFT- och SVD-fallen,
medan algoritmerna &r ratt olika.

% hundhussesvd, datakomprimering med trunkerad SVD

clear, clf

colormap(gray(21)), load Hundhusse, A=Hundhusse;

[U,S,V]=svd(A); s=diag(S);

Aapp=zeros(size(A)); nr=0;

for i=1:15, Aapp=Aapp+s(i)*U(:,i)*V(:,1i)’;

if rem(i,5)==0, nr=nr+1;

subplot(2,3,nr), imagesc(Aapp), axis image
title([int2str(i) ’ singv.’]), drawnow

end, end

5 singv. 10 singv. 15 singv.

= I

5 10 15 20 5 10 15 20

I medicinsk och teknisk bildbehandling med dator &r bade fouriertekniken
och singularvardesfaktoriseringen viktiga verktyg.

(For vidare studier inom bildbehandlingsomradet hénvisas till datorseendekursen
som ges av Nada.)
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ADI-metoden, 88, 104
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diskret fouriertransform, 116, 127
diskretisering, 39, 67, 70, 87, 99, 110

egenfrekvens, 47, 99
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inbaddning, 41, 103
inskjutningsmetoden, 39
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knutpunkter, 22, 50, 57, 78, 82
kollokation, 50, 56, 77, 82
komplex ansats, 119
konjugerade riktningar, 12
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konservativ ekvation, 112

l6sningskandidat, 34, 37

laplaceoperatorn, 92, 106

Laplaces ekvation, 92, 96

Lax-Friedrichs metod, 113
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flervariabelfallet, 4
method of lines, 67
minimalegenskap, 31
minimering
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partiell differentialekvation, 66
PDE, 66
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RK4, 39, 60, 68, 69
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Runge-Kuttas metod, 60
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sfariska koordinater, 109
Sherman-Morrison, 11, 14
singularvirde, 29, 31
singularvardesfaktorisering, 29, 32
trunkerad, 30, 34, 131
skift, 20, 100
snabb fouriertransform, 120
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spokpunkt, 41, 73
sparselosare, 44, 95, 102
spektrogram, 118, 121
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splines

fusksplines, 2
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utbdjning av skiva, 96

varmeledningsekvationen, 67, 103
vagekvationen, 110
vinkelfrekvens, 116, 119

134



