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1 Idéer och redskap

1.1 I hur stor omgivning av x = 0 erhaller man fyra respektive sex korrekta
decimaler med approximationerna

a)

simza~xz b)cosz~l—-2%/2 c¢) 1/(1—2%) ~1+2?

1.2 Vi vill illustrera begreppet lokal linearisering genom att i nérheten av x = 1
ersitta funktionen y = v/ med en rét linje.

a)

Bestdm den rita linje som gar genom punkterna (1—h, v/1—h) och
(1, 1). Storheten h forutsitts vara ett litet tal. Bestdm dérefter den
maximala avvikelsen, pa intervallet 1—h < z < 1, mellan y = v/z och
den approximerande réta linjen. Stéll upp en tabell 6ver den maximala
avvikelsen for nagra olika h-virden, t.ex. 107%, k =1, 2, 3, 4, 5.

Verifiera resultaten ovan med hjélp av serieutveckling, dvs visa att den
maximala avvikelsen uppfor sig som ch? + ..., och bestdm numeriska
véirden for ¢ och p.

1.3 Vi vill berékna y/(a) nér y(x) dr kind i a-vérdena a, a+h, a+2h,.... Lat y;
beteckna tabellvirdet y(a +¢-h),i=0,1,2....

a)

b)

En grov approximation till ¢'(a) &r (y;—yo)/h. Visa med taylorutveck-
ling att avvikelsen +(y1—yo) — ¢/(a)~c- h? dér p &r ett heltal, vilket?

En béttre approximation till ¢/(a) ar %(—yg +4y; —3yo). Visa med tay-
lorutveckling att avvikelsen mellan detta uttryck och y'(a) kan skrivas
pa formen ¢ - h?. Vilket virde géller for p nu?

Skriv ett MATLAB-program som utnyttjar differensuttrycken for att be-
rikna y'(7) da y(z) = ((z—=7)°?+2sin7y/z)/(/z +41n (z — 27)—1).
Anvand forst h = 0.04, dérefter h = 0.02, 0.01 och 0.005.

Tabellera resultaten samt avvikelsen fran det analytiskt berdknade deri-
vatavirdet —1.68043.
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2. EKVATIONER )

2 Ekvationer

Bestém nollstéllena till funktionen f(z) = (z* + 322 —3)/(2* — 2 — 1) med
tre decimalers noggrannhet.

Grovlokalisera rotterna till ekvationen e* = 10cosx. Berdkna den positiva
roten med atta siffrors precision.

Ekvationen a® = z® har en trivial rot * = a och en annan rot. Fér a = 2
blir den © = 4. Bestam den icketriviala roten for a = 3. Anvind Newton-
Raphsons metod efter 1amplig omskrivning.

Om a inte &r exakt tre utan snarare 3.00 £ 0.005, hur stor &r osékerheten
i z-vardet? For vilket a-varde finns bara roten x = a?

I en kvadratisk skiva med sidan en ldngdenhet borras ett cirkulart hal med
radien r s& att periferin nuddar den véinstra kanten i origo enligt figuren.
Tyngdpunktens z-koordinat ges av xy, = 0.5 + 7r2(0.5 — r) /(1 — 7r?).

0.5 0.5

0 + 0

-0.5 -0.5
0 1 0 1

a) Visa att maximalt virde pa wy, erhalls for det r-virde som satisfierar
ekvationen 77* — 3r + 1 = 0. Bestdm r och tyngdpunktskoordinaten x,.

b) Berdkna hur stor cirkelhalradien ska vara for att tyngdpunkten ska hamna
vid hogra halkanten.

Insdttningssortering och quicksort ar tva vanliga metoder att ordna en vektor
med N komponenter. Inséttning har komplexitet ~ N? och quicksort ~N In N
om startordningen dr slumpmaéssig. Donald Knuth undersokte (ar 1973) kor-
tider for insdttning och quicksort (‘'medianen av tre’-versionen) och fann
foljande beroende for insdttning: 2N% + 9N tidsenheter, och for quicksort:
145 NIn N + 1.9N. For vilka N var inséttning snabbast pa Donald Knuths
sjuttiotalsdator?
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P(z) = 42* — T2® + 5.522 + 27.52 — 50 = 0 har en rot nira 1.5. Handrikna
ett Newton-Raphson-steg for att fa ett noggrannare rotvérde.

Skriv ett MATLAB-program som beridknar roten med tio korrekta siffror.
Utnyttja MATLABs roots for att erhalla alla fyra nollstéllena till P(z).

Bestdm nagon rot till ekvationen 10210 — 2 — cosz — e~® = 0. Undersdk om

det finns flera rétter; analysera vad som hidnder da x — 0 och da z — oo.

Pa avstandet en meter fran en vigg finns en tva meter hég mur. En fem
meter lang stege lutas 6ver muren mot viggen sa att stegen nuddar muren.
Pa vilken hojd H stoder stegen mot viggen? Rita for hand en figur och hérled
ekvationen H? + H?/(H — 2)* = 25.

Skriv ekvationen som en polynomekvation P(H) = 0 och berékna rétter-
na till den (t ex med MATLABs roots). Vilken eller vilka l6sningar &r rimliga?

Ekvationen tanx = x har odndligt manga rétter. En rot finns vid x = 0.
Bestdm de sex forsta positiva rétterna med minst sex siffrors noggrannhet.
Det ar lampligt att forst skriva om ekvationen genom férlangning med cos z,
forklara varfor!

Ekvationen ax —sinz —In(1+2z) =0 didr a=1.96 har forutom roten z=0
en liten positiv rot. Utnyttja serieutveckling for att hitta en approximation
till roten med cirka en siffras noggrannhet. Berdkna dérefter roten med minst
fem sékra siffror.

Hur noggrant kan roten anges, om a-virdet ovan inte &r givet exakt utan
ar korrekt avrundat?

Ekvationen e~®’/In(z+b) = 1 &r given diir parametrarna a och b uppfyller
a = 2533 £ 1073 och b = 0.543 £2 - 1072, Bestim roten till ekvationen
med en noggrannhet som &r rimlig med hansyn till osédkerheten i a och b.
Gor numeriska experiment for att avgéra hur manga korrekta siffror som kan
erhallas i rotvéirdet.

Funktionen g(z) = ae®® +b antar viirdena g(—1) = 6 och g(0) = 12. Bestim
a och b med minst fem korrekta decimaler.
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En partikel som sldpps fran en viss hojd paverkas av tyngdkraften och en
luftmotstandskraft, som ar proportionell mot hastigheten v. Denna hastighet
foljer d& sambandet v(t) = g (1—e~™)/a, dir a dr en luftmotstandskonstant
och g = 10 &r tyngdaccelerationen. Vid tiden ¢ = 1.9 uppméttes hastigheten
v = 15. Anta forst att alla virden &r givna exakt och bestdm vérdet pé a
med stor noggrannhet.

Virdena for ¢,v och g dr givna med endast tva siffrors noggrannhet. Be-
riakna vilken oséikerhet a-virdet far som f6ljd av detta.

En ellipsformad 400-meters 16parbana ska anldggas pa en plan som ar 160
meter lang. Hur bred plan kriavs? Anvind Ramanujans formel for omkretsen
till en ellips vars halvazlar &r a och b:

2
Omkretsen ~ 7 (a +b) (1 + %\/1_—30) dir e = (Z+Z> '

Man vill 16sa andragradsekvationen x? — 3z + 1 = 0 med fixpunktsmetoden
Tnt1 = 3(x2 +1). Experimentellt finner man att iterationerna konvergerar
mot den mindre roten, om de alls konvergerar. Forklara detta!

Hur manga iterationer krivs for att minska felet med en faktor 107 Hur
far man fram den storre roten nér man kinner den mindre?

Figge har 16st en viss ekvation med fixpunktsiteration och successivt fatt
véardena: 1.0000, 2.1314, 3.0365, 3.7605, 4.3398, 4.8032, 5.1739, 5.4705,
som han tror konvergerar mot en rot. Om denna férmodan &r sann, ungefér
hur manga ytterligare iterationer kravs for att fa tre korrekta decimaler i
svaret?

En lang stang upphettas momentant vid tiden ¢ =0 i mittpunkten. Med denna
punkt i =0 och z-axeln utmed stangen bestdms temperaturen T'(x,t) for
t > 0 av uttrycket T(z,t) = Ce **/k /\/t.

Parametrarna k£ = 5.17 och C' = 28.3 beror T som funktion avtvidx=0.5, 1, 1.5, 2
av varmeledningsformagan respektive den tillfor- %
da virmeméngden. Uppgiften ar att berdikna under
hur lang tid som temperaturen vid z =1 &verstiger
tjugo grader. Gor experimentell storningsrakning
for att bedéoma hur noggrant resultatet kan anges
med tanke pa att parametrarna bara dr angivna
med tre korrekta siffror.

40




2.18 Konturkurvan for vingprofilen i figuren (0 < z < 1) bestdms av uttrycket

2.19

2.20

y =45 (3y/x — 1.3z — 3.522 + 2.82% — 2?) dir 3= 0.15.
Berdkna maximipunktens koordinater med

god noggrannhet. Berikna ocksa koordinater-
na for de bada punkter dir vingprofilen skir
den rita linjen y = (/4. -

0 ol 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Den slutna kurvan i figuren bestams i polédra koordinater av

_ 2 + sin 3@ 903

Kurvan skéir enhetscirkeln pa sex stéllen. Berdkna
skdarningspunkternas vinklar med minst sex siffrors
noggrannhet. Om du anvinder Newton-Raphsons
metod, tink pa att skriva om ekvationen sa att o
deriveringen inte blir s& kranglig.

(¢)

=
[e]

24

270

Kedjelinjen dr den kurva som en jamntjock trad bildar da den &r fritt upp-
héingd mellan tva punkter. For en trad med symmetri kring z = 0 lyder
formeln y = a(cosh(z/a) — 1) + yo.

a) Berdkna parametern a for den kabel som har sin lagsta punkt i origo
och har upphéngningspunkterna (+¢, 6) med £ =10. Berdkna ocksé kabelns
langd L = 2asinh({/a).

b) Behill lingden L hos kabeln men 14t upphéngningspunkterna (+¢;, 6)
successivt flyttas ndrmare varandra i horisontell led. Berékna och rita upp
kedjekurvorna i de fem fallen & =9, 8, 7, 6, 5.
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3 Ekvationssystem

Tabellen visar vattnets angtryck p vid tre temperaturer 7"

T| 40] 50| 60|
p|553]925[149.4 |

Stall upp det linjara ekvationssystemet som erhalls da man vill bestdmma
det andragradspolynom p(T) = ¢; + ¢oT + ¢3T? som gar genom de tre miit-
punkterna. Los systemet och beridkna angtrycket vid T' = 45 och T' = 57.

Temperaturen inuti en metallstav med tvérsnitt enligt
figuren ska bestdmmas. Temperaturen pa ytan dr 200° 200 200

respektive 0° enligt figuren. Temperaturvirdena i det
inre bestdms av foljande rékneregel: Vérdet u; i en o ! 2 200
skdrningspunkt i rutnétet dr lika med medelvirdet
av de fyra ndrmaste grannpunkternas temperaturvar- °© '3 4 200
den. Formulera och 10s ett linjirt ekvationssystem for

Uz, Uz, Us, Ug- 0 0 0

For ventilation av lokalerna runt Stora garden pa Teknis anviands fem flak-
tar. Sinnrikt kopplade luftvigar ger féljande samband mellan flakteffekterna
z, Y, z, u, v och luftflédena a, b, ¢, d, e i de fem huskropparna:

r—2y+3ut+a=—-y+22—-3v+b=-"20+4dy+z—-8u—c=
=2y—4dz—u+8v—d=3x—-6y—22+13u+v+e=0
Onskade luftfléden dr a =4, b=8, ¢ =9, d = 20, e = 12.
a) Stall upp systemet i matrisform och bestam flakteffekterna.

b) Verifiera den normolikhet som géller matrisen, 16sningsvektorn och hé-
gerledet.

¢) Arbetarskyddsstyrelsen kréaver att alla luftfloden méste dkas med en
enhet, dvs a = 5 etc. Vad blir effektvirdena nu?

d) Om denna andra berdkning betraktas som en experimentell indata-
andring, vad blir da skattningen av problemets konditionstal?
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Ekvationssystemet Ax = b ska l0sas ddr A &r en tridiagonal matris:

-4 3 0 0 0 0 9.6

1 -2 2 0 0 0 -3.7

0 1 -2 1 0 0 1.1

A= 0 0 1 -2 1 0|’ b= —1.2
0 0 O 1 -1 1 2.0

0O 0 0 0 1 -1 -1.9

Los systemet for hand eller med hjélp av MATLAB. Vi vill avgora hur tillfor-
litlig den erhéllna 16sningsvektorn x &r, da vi vet att hogerledets komponen-
ter ar korrekt avrundade till en decimal. Undersokningen gors experimentellt
med nagra olika storningar i b-vektorn:

—0.05 0.05 0.05

0.05 0.05 0.05

—0.05 0.05 —0.05

bi=b+ 005 | P2=PH| _gos |0 P3TPEL g0
—0.05 —0.05 0.05

0.05 ~0.05 0.05

Vilket av storningsexperimenten ger storsta fordndring i 16sningsvektorn?
Berékna det experimentellt erhallna konditionstalet fér det vérsta fallet. Be-
rékna dven det teoretiska konditionstalet.

Systemet Ax = b har den symmetriska tridiagonala systemmatrisen

1 20 0 O 3.0 1
21 3 0 0 6.0 1
A= 0313 0 . Med b= 1.0 erhélls x = 1
00 31 2 0.0 -1
000 2 -3 1.0 -1
2.95 —2.75
6.05 2.85
Med stord vektor by = 1.04 erhalls x;, = 2.90
—0.03 —3.47
0.95 —2.63

Ar problemet villkonditionerat? Berdkna forhallandet mellan relativfelet i
16sningsvektorn och relativfelet i hogerledsvektorn — alltsa det experimentellt
erhallna konditionstalet.

En storningsvariant skulle vara att forstora alla komponenter i b med tva
procent. Bestdm losningsvektorn och ange vilket konditionstal man d& far.
Slutsats?
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Skriv om s& att foljande ekvationssystem kan 16sas med iteration.

2 10 0 —1 T 30
0 -1 1 5 | |25
5 1 0 0 2 | | 10

-1 010 o0 T4 70

Bevisa (utan att iterera) att konvergens kommer att erhallas. Genomfor tva
iterationer med handrékning.

Under arets tolv méanader fran januari till december har foljande métserie
erhallits: y = (3, 8, 13, 21, 17, 12, 5, 3, 6, 12, 8, 6). Dessa data &r i sjilva
verket viktade medelvarden av omkringliggande manaders verkliga varden
med vikten 0.6 fran egna manaden, 0.2 fran nédrmast foregaende méanad,
vikten 0.1 foér virdet tva manader fore samt vikten 0.1 f6r viirdet manaden
efter, till exempel : Yrep, = 0.1Tgec + 0.22 45 + 0.62 fepp + 0.12 005

Det blir ett linjart glest diagonaltungt ekvationssystem som bestdmmer de
tolv z-vérdena. Skriv ett MATLAB-program som loser ekvationssystemet med
Gauss-Seidels metod. Resultatet ska ha minst tva korrekta decimaler.

Vid ett kemiskt jamviktsforsok far tva &mnen A och B reagera och bilda dels
AB dels ABy: A+ B+= AB, A+4+2B = ABs.

Néar jamvikt har uppnatts har A och B koncentrationerna a och b enligt
sambanden: a + kiab + koab® = i, b+ k1ab + 2keab?® = by

dar ky och ko &dr jamviktskonstanterna och as,y och by, ar totala méngden av
A resp B i det kemiska systemet. I forsoket géller ky = 0.12, ky = 0.22 och
Aot = 0.60, byoy = 1.0. Bestdm a och b med minst tre decimalers noggrannhet.

En lemniskata &r en kurva i form av en liggande atta.
Lemniskatan i figuren har ekvationen
05
2\ 2 2
2, Y 2 Y
T+ = =" = .

Berdkna koordinaterna for de fyra punkter dér pa- o5
rabeln y = 2% — 1/2 skiir lemniskatan.
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Berdkna nagon 16sning till ekvationssystemet nedan. Bestam forst en lamplig
startapproximation. Formulera en iterativ metod och berdkna x och y med
fyra korrekta decimaler.

10°%2 —2- 104y + 10%2% =0
1052+ 107y +5- 10592 =3-10°

Prova tre olika metoder for att 16sa foljande ickelinjédra system, dér man
kéinner till att x1, x5 och x3 ligger mellan 0 och 1.

10m) — 29 = 2% + 23
z1 + 102y — 23 = 2—3:3
v+ 3w3= 1—a3

Los forst med metoden Axyy; =b(x;) (s& kallad picarditeration), daref-
ter med Gauss-Seidels metod och slutligen med Newtons metod. Skriv ett
MATLAB-program som beréknar 16sningen med sju korrekta decimaler. Jam-
for antalet iterationer i de olika metoderna.

Utanfor EU-palatset i Bryssel finns krokar uppsatta pa viggen 1.5 meter
ovanfor marken med 2.5 meter langa hundkoppel avsedda for delegaternas
hundar. Lydigt vintande pa sin danska husse star en vacker grand danois med
sin dnde av kopplet i halsbandet precis en meter 6éver marken pa avstandet
tva meter fran vaggen. Intill star franska delegatens lilla papillon kopplad,
daven den tva meter fran viggen men bara tva dm Over marken. De EU-
standardiserade hundkopplen foljer kedjekurvans ekvation

r—x
y(x)=a <cosh 0 _ 1> + 1Yo 15
a
1
dér a &r en skalfaktor och xg och gy &r koordinaterna os
for kedjans minimipunkt. Baglingden fran minpunkten
vid =1 till en punkt z=¢ dr s = asinh (| — zo|/a).

1 2
Det blir ett ickelinjért ekvationssystem for bestdmning av parametrarna. Be-

rakna g, yo och a s& att kurvorna for den danska och franska hundens koppel
kan ritas upp.

3.13 Vi vill 16sa foljande ickelinjéra system med fem ekvationer:

T+ T3 +x5 = 0.5 2
T4z 1 wsTaTE,
To+ X3 —Ts = 1.5 och Sl -3

= — 0.09
r3—3x5—x4 = 0 L1tz L1ty
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dar xp = Z? ;. De obekanta ar koncentrationer sa vi vet att alla z; > 0
och kan anta att alla z; < 1.5.

Bestam en hygglig startapproximation till systemet sa hédr: Anta att x5
ar mycket liten sa att den kan féorsummas jamfort med ovriga termer i de
linjdra ekvationerna. Motivera denna gissning! Anvind dérefter de linjara
sambanden for att uttrycka x;, x5 och x4 med hjélp av x3. Sétt sedan in
uttrycken i ekvationen z4x3 = x125/2 och 16s den resulterande ekvationen
for x3. Berdkna dérefter alla x;. Stdmmer de antaganden du gjort med de
berdaknade startvardena for z;?

Anvénd startapproximationen och bestdm losningen sa att alla kompo-
nenter x; far minst tre korrekta siffror.

Man vill for olika véirden pa parametern a studera den slutna kurvan som
definieras av ekvationen 2% + y? = 1 + asinzy.

Da a = 0 utgors kurvan av enhetscirkeln. Fi-

guren visar fallen a = 1.6 (ovalen) och a = 3.2 N
(blojkurvan). Berdkna maxpunktens koordina-
ter for de fyra fallen a = 0.8, 1.6, 2.4, 3.2. 0

Beskriv ocksa lampligt tillvigagangssatt for att
rakna fram och rita upp de slutna kurvorna i de
fyra fallen. -2 0 2

Polynomkurvan y = 23— 622+ 11z —6 &r given i intervallet 0.5< < 3.5. En
cirkelskiva med radien R kommer rullande pa kurvans ovansida. Det giller
att bestdmma var cirkeln kommer att fastna.

Tre cirklar | polynomkurva

Det intrdffar da den tangerar polynomkurvan -
i punkterna p; och ps. Lat n; och ng vara ,,
normalriktningar (med vektorldngderna ett) till
kurvan i dessa punkter. Da maste foljande sam-
band gélla: p; + R-ny = p2 + R - ns.
Det &r ett system med tva ekvationer och tva
obekanta — allt kan uttryckas i tangeringspunk- -
ternas z-vérden. i S e D |

Los systemet for R = 0.8, gédrna med den modifierade varianten av
Newtons metod da jacobianelementen approximeras av differenskvoter.

Hur modifieras algoritmen om det géller att placera cirkeln pa kurvans
undersida 1 stéllet? Los ocksa med andra virden pa radien (figurens cirklar
har radierna 0.8, 0.6 och 0.5).
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Gausskvadraturformeln G; ar en integrationsformel med fjorton parametrar,
ndmligen de sju virdena —1<x; <xy<...<z7<1 och tillhérande sju vikter
Wy, Wy, . .., wy. Parametrarna bestims av villkoren Y1 w;a? = 2/(p + 1)
for p =0, 2,..., 12 och 23:1 wiz? = 0 da p ar udda. Det sista sambandet
leder till trevliga symmetriegenskaper som gor att antalet okéinda parametrar
reduceras till hélften: x; = —x7, 1o = —xg, 23 = —x5, T4 = 0, Wy = wy,
wy = wg, wg = ws. Det récker alltsa att bestamma 1, x5, x3 och tillhérande
vikter wy, wsy, ws samt vikten w, som hor till z-virdet x; = 0. Anvénd
Newtons metod for att bestdmma parametrarna ur de sju sambanden for
jamna p-virden

p=20: 2(wy + we + w3) + wy =2

p=2,...,12: 2(wia] + woxh + wzzh) =2/(p+1).
Utnyttja de sex sista ekvationerna for att bestimma wy, ws, ws, 1, T2, T3
och bestdm dérefter w, ur sambandet vid p = 0.
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4 Minstakvadratmetoden

4.1 Bestam med minstakvadratmetoden l6sningen till de Gverbestdmda ekva-
tionssystemen nedan. Undersck genom inséttning hur vél 16sningen satisfierar
det givna systemet. Visa &ven att residualvektorn for 16sningen ar ortogonal
mot kolumnerna i den rektanguléra systemmatrisen.

r+y =1 2v4+y+2z = 3
2v4+y =3 rT4+2y—z = 1
2) T+2y =2 b) 2t —y—2z = -1
2r—y =2 r—2y+z = -3

4.2 For att kunna berdkna atomvikterna for kvive och syre har man bestdmt
molekylvikterna for fyra kvéaveoxider: NO, N3O, NOy och NyOs. Man har da
fatt vardena 30.006, 44.013, 46.006 respektive 108.010. Atomvikten for kvéve
ligger néra 14 och for syre nira 16. Anvind minstakvadratmetoden for att
bestdmma atomvikterna med storre noggrannhet.

4.3 Vid tiderna t = 0, 1, 3, 4 har métningar givit y =1, 8, 11, 20.

a) Anpassa med minstakvadratmetoden en rit linje till givna data och
ange residualvektorn.

b) Bestdm den horisontella rita linje som ger bésta anpassning enligt
minstakvadratmetoden, ange residualvektorn.

¢) Bestdm den réta linje genom origo som i minstakvadratmetodens me-
ning bast anpassar méatvirdena, ange residualvektorn.

z[214]7] 9
y 136 [7]10

4.4 Givet foljande uppséttning punkter:

a) Bestdm den réta linje y = a+bx som i minstakvadratmetodens mening
bést approximerar méatvardena.

b) Antag att a och b endast far vara heltal. Bestdm de vérden pa a och b i
den réta linjen y = a+bx, som under detta bivillkor bast approximerar
métvirdena.



4.5

4.6

4.7

16

Man vill bestamma fallhéjder i en vattenrutsch-  «
bana enligt figuren och har darfor satt ut fyra
punkter A-D ldngs banan. Déarefter méats hojd-
skillnader mellan nagra punktpar, och féljande

resultat erhéalls: c
Hy— Hp =595 Hy— Hg =1.16
Hpg — Hp =4.80 Hp — Ho = 3.17 )

He— Hp =173  Hs— Ho =425

Hy, Hp, osv, betyder héjden (Gver havet) for punkten A, B, ... Det géller
att berdkna hur hogt punkterna A, B och C ligger 6ver bassidngens vattenyta
dédr punkten D &r beldgen. Om man tittar ndrmare pa de sex métvirdena
ser man att de maste vara behéftade med fel. Anvind samtliga métvirden
for att bestdmma de tre hdjdvirdena.

Tidvattenstandet i Nordsjon bestdms av den sa kallade M,-tide, vars period-
lingd ér cirka tolv timmar och har formen H(t) = ho + a sin 25 + ay cos 22
dér ¢t anges i timmar. Anpassa med minstakvadratmetoden H(t) till mét-

serien:

t (tim) 0] 2| 4|6 | 8]10
y (meter) | 1.0 | 1.6 | 1.4 | 0.6 | 0.2 | 0.8

For bestdmning av lingdutvidgningskoefficienten A for en metall gjordes ett
experiment dér en metallstang upphettades och ldngden avldstes. Minsta-
kvadratmetoden anvénds for att ur dessa data bestdamma .

Temp (°C) | 20.0 | 25.5 [ 30.2 [ 36.8 | 41.0
Léngd (cm) | 8.78 | 8.93 | 9.06 | 9.25 | 9.40

a) Stdll upp normalekvationerna d& sambandet mellan temperatur och
langd ansdtts som F'(t) = Lo+ Lyt dér L; = ALy. Los normalekvatio-
nerna dels med full noggrannhet dels med normalekvationernas element
avrundade till tre korrekta siffror (vilket vore naturligt eftersom mét-
data har tre siffror). Forklara skillnaden mellan resultaten.

Driv det numeriska experimentet ytterligare ett steg, avrunda elemen-
ten till tva korrekta siffror. Los systemet och jamfor resultaten igen.

b) Ansatt det linjara sambandet: F(t) = ¢; + ¢3 (t — t,,) dér ¢, & me-
delvérdet av de fem temperaturvirdena. Hur paverkas 16sningen nu av
avrundning pa samma sitt som gjordes ovan?
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4.8 Det hundrade primtalet ar pygg = 541, det tusende ar 7919, det tiotusende &ar
104729 och det hundratusende &ar pigoo00 = 1299709. Det géller approximativt
ett linjart samband mellan tiologaritmen for n och kvoten p, /n.
Gor minstakvadratanpassning till givna data och berékna avvikelserna i de
fyra punkterna. Hur stort &dr det fyratusende primtalet?

4.9 Vid métning av laget (x, y) hos en partikel som beskriver en kastbana erholls
foljande matdata:

T 0 1 3| 4| 6 7| 9] 10
y|{00(12]20(24|25(22|14]0.3

a) Anpassa ett andragradspolynom till ovanstdende métvirden. Ansétt
polynomet pa centrerad form och 16s uppgiften fér hand.

b) Skriv ett MATLAB-program som loser uppgiften. Polynomet ska nu an-
sittas pa formen P(x) = ¢; + cor + czz?. Lat programmet berikna
parametrarna, skriva ut dem och sedan skriva ut en tabell med fyra
kolumner: z-virden, y-virden, anpassade polynomvéirden och till sist
residualer. Markera métvirdena och rita upp den anpassande parabeln.

4.10 Nykterhetsivraren Ivar har genom experiment faststillt hur ménniskans in-
telligenskvot férdndras av dldrickande. Ivars resultat:

x (antal flaskor) | 0 1 2 |3/4]5
Uppmitt 1Q 107 | 105 | 100 | 91 | 75 | 60

a) Bestdm med minstakvadratmetoden intelligenskvoten uttryckt som ett
andragradspolynom i antalet flaskor. Vid vilken flaska i ordningen sjun-
ker intelligenskvoten under noll, enligt Ivars teori?

b) Ivars Slkonsumerande forskarkollega tror sig veta att ett fjardegrads-
polynom &r en béttre modellfunktion. Bestdm minstakvadratlosningen
och rita upp den erhéllna polynomkurvan for 0 < z < 8.

4.11 Vid kraftig blast kidnns det ju mycket kallare 4n vad termometern visar. En
formel for att ur vindstyrka och temperatur berikna den upplevda tempe-
raturen dr Siples vindavkylningsformel. Upphovsmannen, amerikanen Siple,
var sjalv forsoksperson vid prov i Antarktis pa 1930-talet.
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Vid 33°C' har vinden ingen kylande effekt pa huden, darfér ansatte Siple for-
meln Thug =33 — (a+bv+cy/v)(33—1T), dér v &r vindstyrkan i m/s och
T &r den temperatur som termometern visar.

v 2 5 8 11 14
Thya | 0| =75 | —12 | —14.5 | —16.5

for att med minstakvadratmetoden bestamma a, b, ¢. Anvand dérefter Siples
formel for att rdkna fram den upplevda temperaturen Tj,q néar termometern
visar —5°C' och det blaser 7 m/s.

Anvand Siples viarden vid T'=0:

Stockholms normalmedeltemperatur 7' (°C') under arets tolv méanader &r

méanad | jan | feb | mar | apr | maj | jun | jul | aug | sep | okt | nov | dec
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
T —25|-3|-05| 4 10 [ 15 | 18| 17 | 13 | 75| 3 |05

Anpassa modellen T = Ty +asin(% +¢) till dessa mitdata. Parametrarna

ar arsmedeltemperaturen T, amplituden a och fasférskjutningen ¢. Markera
maéatdata och rita upp den anpassande kurvan. Vad blir felkvadratsumman?
2t 2t

Ledning: Modellen kan éven skrivas T' = Ty + asin 55 cos ¢ + acos 5 sin ¢
dvs T =Ty +p sin% + ¢ cos %, dér p = acos ¢ och ¢ = asin ¢.

Rita upp residualerna i en figur och forklara hur residualkurvans utseende
kan ge idé till forbattring av modellen. Genomfér berdkningarna och bestdm

parametrarna i den utékade modellen. Vad blir felkvadratsumman nu?

Hastighetskonstanten &k i en kemisk reaktion A — B ska bestdmmas. Kon-
centrationen x(t) av A bestims av sambandet z(t) = zoe™*, dir zy #r A:s
koncentration vid tiden ¢ = 0. Foljande métdata ar givna:

t 0 1 2 3 4
x| 0.70 | 0.61 | 0.55 | 0.45 | 0.40

Formulera ett linjart ersdttningsproblem och anpassa sedan modellfunktionen
till matdata med minstakvadratmetoden.

Antag nu att xo-viirdet dr sa vl bestdmt att det kan tas ur tabellen.
Bestdm den aterstaende parametern k med minstakvadratmetoden.

Foljande métdata beskriver vatskeflodet ¢ som funktion av trycket p i mun-
p|10] 16] 25] 40] 60
q| 94| 118 | 147 | 180 | 230

Man antar att flédet &r proportionellt mot en obekant potens av trycket
med en okdnd proportionalitetskonstant. Bestam de bada okédnda storheter-
na. Diskutera sedan hur man kan avgora om antagandet ar rimligt.

stycket till en vattenslang:
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4.15 Man anar att det finns ett samband mellan planeternas omloppstider 7" och

4.16

deras medelavstand R till solen, ett samband pa i R | T (ar)
formen T = Ty R? dar Ty och ¢ dr konstanter Merkurius | 0.39 | 0.24
och R &r matt med jordbanans radie som enhet. Venus 0.72 | 0.62

Mars 1.52 | 1.88

Formulera ett linjéart ersattningsproblem och be-
stam Tj och ¢ med minstakvadratmetoden.

Jupiter 5.20 | 11.9
Saturnus 9.50 | 29.5

Kontrollera resultatet mot villkinda jorddata. Uranus 190 | 84.0

P och Q ar forenade med ett snore av langden 1. Fran
borjan befinner sig P i origo och Q vid z = 1, y = 0. Da
P ror sig ratlinjigt 1angs positiva y-axeln beskriver Q en
slapkurva, éven kallad traktrix (se Kurvor i National-
encyklopedin). Slapkurvan har det analytiska uttrycket

w
-4

-

251

N
—0- ~0- =0 =0~ O

y(z) =In(1 +v1—22) —Inz — V1 —a?

—o-

som vi vill approximera med ett polynom. ! i Trakrx
a) Plocka ut tjugo punkter pa slipkurvan vid x = ©°s5 ¢
1, 0.95,...,0.05 och gér minstakvadratanpassning i
med ett andragradspolynom. Oka déarefter grad- ° 3% 05 1

talet successivt till fem. Rita de tjugo punkterna
tillsammans med polynomkurvorna och berdkna residualerna och fel-
kvadratsumman i samtliga fall.

Banan for P gar ratlinjigt lings positiva y-axeln om Q foljer slapkur-
van. GOr nu en bakatstudie for att underséka hur krokig P:s bana blir
som foljd av att Q ror sig ldngs en polynombana som startar vid x=1
med negativ z-riktning. Utnyttja att P befinner sig i andra &nden av
det strackta snoret som foljer tangentens riktning fran kurvan vid Q.
Berékna steg for steg koordinaterna for P och rita in P:s bana. Rita in
y-axeln ocksa sa att det tydligare framgar hur bankurvan fér P avviker
fran den exakta rétlinjiga banan lings y-axeln. Genomfor berdkningar-
na for alla fyra polynomen. Vilken foljer y-axeln bast?

4.17 Kalle Spréngare vill lokalisera laget av en mineralfyndighet som tros ligga
i ett skikt, som kan skrivas z = ¢; + cox + c3y. For att bestimma de tre
parametrarna cj,cs och ¢z borrar Kalle ner fem hal frén marken (planet
z = 0). Pa markytan har de fem hélen koordinaterna (x;, ;). Provhélen &r
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helt lodrita s Kalle kan méta djupet z; for mineralfyndigheten i vart och
ett av de fem borrhéalen:

] 30 10 10 20 50
y | 50 20 30 10 40
z | —81.3 | —63.5 | —57.0 | —44.8 | —80.7

Bestdm parametrarna c;, ¢, ¢ med minstakvadratmetoden.
Var i kvadraten 10 <z <50, 10 <y <50 bor Kalle borra for att borrhalet
ska bli s& kort som mojligt?

4.18 Prestanda hos ett lufttorkaraggregat tillhandahélls i en tabell som anger hur
den resulterande torrluftsfuktigheten y (métt i g/kg) beror av ingéende luft-
fuktighet z (g/kg) och temperatur T' (°C). 2 T 6 T10T12 116
Man finner att vid fix inluftfuktighet okar y 53°C 112123 32154
approximativt linjart med temperaturen, och 98°C' | 15129139163
da temperaturen halls konstant géller att y 32001 1.8 134145170
kan approximeras av ett andragradspolynom. 3700 1234259279

a) En modell for resulterande fuktigheten kan skrivas med foljande ansats
(lamplig for handrikning): y ~ Q(T,z) = Pi(x) + Py(x)(T — 30)
dér P; och P, dr andragradspolynom. Bestdm det forstagradspolynom
som i minstakvadratmetodens mening anpassas till férsta kolumnens
y-viarden (z = 6) och berékna residualvektorn. Gér motsvarande for
kolumn tvéa (z=10).

For kolumn tre ger minstakvadratanpassning 4.200 + 0.1434(7 —30)
och fér kolumn fyra: 6.650+0.1783(7—30). Nu finns fyra virden vardera
till andragradspolynomen P; och P;. Visa hur minstakvadratmetoden
kan utnyttjas for bestimning av koefficienterna i P; och P;.

b) En annan ansats for modellfunktionen Q(T', z) som passar for datorbe-
rikning ir Q(T,x) = ¢; + cow + c32% + 4T + csx T + cz*T.

Det finns sexton métdata att anpassa till den sexparametriga modellen.
Skriv ett MATLAB-program som i minstakvadratmetodens mening be-
stdmmer parametrarna. Jamfor den berdknade modellfunktionen med
den som erholls i uppgift a.

4.19 En modell fér befolkningsutvecklingen pa jorden ges av dB/dT = Kp B2

dér B ar varldsbefolkningen, T ar tiden och Kr &r en sa kallad fertilitets-
1 1

konstant. Denna differentialekvation loses latt: B = — -
v Kr To—T
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Ur Herzler, Crisis in World Population och Statistisk arsbok hamtar vi fol-
jande befolkningsstatistik:

T (ar) 1650 | 1700 | 1750 | 1800 | 1850 | 1900 | 1920 | 1940 | 1960
B (milj) | 545 | 623 | 728 | 906 | 1171 | 1608 | 1834 | 2295 | 3003

Formulera ett linjart erséttningsproblem och bestdm K och Ty med minsta-
kvadratmetoden. Vilken innebord har 73?7 Extrapolera till innevarande ar.
Hur val stdmmer modellen? Vad ger modellen f6r T-virde da B = 2 (Adam
och Eva)?

Man onskar bestimma parametrarna k, a, 3 i modellen R = kx%y” ur
métvirden for olika x och y enligt tabellen nedan.

z| 01 02 005 03 04 005 05
y| 01 02 005 001 002 04 0.5
R | 021 048 0.09 0.39 0.60 0.14 1.44
Formulera ett linjart ersattningsproblem och beskriv en algoritm for bestam-
ning av modellparametrarna.

Den svenske kemisten Svante Arrhenius stillde 1889 upp féljande matema-
tiska modell, som anger sambandet mellan hastigheten k& hos en kemisk re-
aktion och den temperatur 7 vid vilken den #ger rum: k = ae ®/8T  dar
R=1.98717 ar allménna gaskonstanten i enheten cal/mol-grad, medan a och
E &r parametrar som ska bestdmmas for en viss reaktion. Foljande reaktions-
hastigheter & (s!) har uppmiitts vid olika temperaturer T (Kelvin) for en
reaktion:

T | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100 | 1200 | 1300 | 1400
k|461]559 650 | 7.34| 812 | 883 | 9.49 | 10.10

a) Bestdm a och E med minstakvadratmetoden och berikna felkvadrat-
summan. Antag att k-virdena har osikerheten £0.005 medan T-virdena
anses vara exakta. Bestdm med slumptalsgenererad storningsrakning
osdkerheterna i a och F.

b) Treparametermodell. Residualkurvan f6r modellen ovan har en tydlig
trend. I kemisk litteratur brukar funktionen k& = aTPe /BT anges
som alternativ till tvaparametermodellen. Modifiera programmet sa att
a, B, E och felkvadratsumman berédknas och skrivs ut, och métdata och
kurvor ritas upp. Gor storningsanalys foér a, 3 och E.

Sammanfatta resultaten fér de tva modellerna och konstatera att man
far mindre residualer till priset av storre storningskénslighet hos para-
metrarna.
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Tolv avstand runt origo (ekrar runt ett nav) har
uppmatts vid konstanta vinkelavstand och man vill
prova att anpassa en modellfunktion i poldra koor- 1

dinater b .

a+ bsiny

R = on
+ ccosp

0 2

till féljande data:
% | 5% Tm [ 4z | 3z | 5z | Iz

¢l 0 3 6 | T | % 3 2 3 6
r133135(27(20]14(10]07]05]104]05]109]19

=3B
wly
e

a) Efter uppmultiplicering av ndmnaren och lite omstuvning kan proble-
met skrivas som ett 6verbestamt linjart ekvationssystem. Visa det! Be-
rdkna minstakvadratlosningen till det linjéra anpassningsproblemet.

b) Behall modellfunktionen péa ursprunglig form. Beskriv 16sningsmetod
for detta ickelinjdra anpassningsproblem.

EU-férvaltningens dokumentdagsproduktion Y métt i KA4 (tusen A4) har
haft en imponerande utveckling under de senaste aren. Det datorprogram
som automatiskt registrerar Y startade november 1988, ¢ anger antalet ar
efter detta datum.

t 1011253 |35 4|5 6
Y |4|8|54 76| 78 |66 | 75130 100

Enligt den byrakratiska tillvixtmodellen sker utveck-
lingen exponentiellt med en superponerad produk- g,
tionstopp vid en extrem héndelse. Modellen lyder

150

F =qeft 4+ pe(t-10)? % 2 4 6

Man vet att ¢ = 0.5 och att Maastrichtavtalet i bérjan av ar 1992 dvs vid
to =~ 3 orsakar puckeln pa kurvan.

a) Lat ¢=0.5 och ty=3 och bestam de 6vriga parametrarna i modellen
sé& att sa god anpassning som mojligt erhalls till givna data. Detta leder
till den anpassande kurvan i figuren.

b) Att 6verensstdmmelsen inte blir battre beror pa att ¢ och ¢y inte hade
optimala virden. Beskriv hur man bestdmmer de fyra okiéinda paramet-

rarna i modellen
F=qe® +be(t-t0)

s& att kurvan far bista mojliga anpassning till data.
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Pa 6n Ven gjorde Tycho Brahe sina planetobservationer och angav deras
polédra koordinater i ett visst koordinatsystem med solen i origo. Brahes elev
Johannes Kepler kom senare pa att planetbanorna var ellipser med solen i
ena briannpunkten. Ekvationen for en sadan ellips ar

R
11— Ecosp — )
dér R, F och g ar parametrar. For en viss planet finns féljande métdata:
@ [ 0°]90° [ 180° | 270° |
r 58] 40 | 22 | 28 |

Ange lampliga startviarden och gor parameteranpassning till givna data. Skis-
sa ellipsbanan.

r

Foljande tabell visar den uppmétta positionen y vid olika tidpunkter for en
massa i ett diimpat sviingningsforlopp: Y (t) = —0.17 e~ (coswt + %sin wt).
t| 0.8 1.7 2.5 3.3 4.1

y | 0.12 | —0.09 | 0.06 | —0.05 | 0.032

Utnyttja de fem métningarna for att bestdmma parametrarna b och w sa
bra som mdjligt. Man vet att métningarna gjorts ndra max- och minlégena,
vilket leder till foljande goda startgissningar for parametrarna: w = tfftl och
b= 5 (Iny; —Inys).

I en biologisk tidskrift finns en tabell 6ver torrvikten y (méatt i gram) hos
rotterna till vixten “harig géngel” Galinsoga ciliata. Varje vecka har mét-
ningar gjorts och gett féljande data:

t (veckor) | 1 2 3 4 5 6 7 8
y (gram) | 0.03 | 0.09 | 0.19 | 0.40 | 0.51 | 0.55 | 0.60 | 0.61

Skriv ett MATLAB-program som med hjalp
av Gauss-Newtons metod anpassar en lo-
gistisk funktion F(t) =a/(1+be™) till
dessa data. Vi vet att goda startvirden
krévs for att metoden ska konvergera. Vad
hénder vid stora t-virden? Den kunska-
pen ger en skattning av a-virdet. For att
fa skattningar till b och ¢ kan vi gora sa
hér: Lat tillfalligt tva ekvationer vara sa-
tisfierade (t ex vid ¢ = 3 och ¢ = 5), analytisk 16sning (med insatt a-vérde)
ger viarden pa b och ¢ som nog duger bra som startvarden till det Gverbe-
stamda ickelinjédra problemet.
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Ett snore gar fran punkten Q; = (0, 10) ner genom en punkt P pé periferin
till cirkeln med radien R = 4 och centrum i (8, 3), och fortsétter upp till
punkten Qy = (10, 10). Bestim punkten P si att snoret blir s kort som
mojligt. Anvind gyllenesnittetminimering (for att 10
slippa deriveringar). Lampligt &r att skriva P som
(8 + Rcosu, 3+ Rsinu) och s6ka vinkeln u som
minimerar L(u) =|| Q1 — P |2 + || Q2 — P 2.
Funktionen &r unimodal fér vinklar i intervallet
/4 < u < 3r/4. Minst fyra siffrors noggrannhet
ska u-véardet ha. Ange koordinaterna fér punkten
P och rita resultatet.

I omradet 0 < z < 10, 0 < y < 10 finns nio punkter Py, Py, ... Py ut-
placerade. Det géller att hitta den punkt Q pa linjen ¥y = x som minimerar
summan av avstanden || P; — Q ||2. Foresla metod och beskriv beridknings-
gangen.
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5 Interpolation

Givet &r en tabell 6ver angtrycket P mm Hg vid olika temperaturer 7°C.

T|-15| -10| =5 0
P 11241195 3.01 |4.58

Bestdm ett approximativt viarde pa angtrycket vid —8°C med linjér interpo-
lation.

Anvind kvadratisk interpolation for att noggrannare bestdimma P(—S8).
Gor det dels genom att utnyttja T-virdena —10, —5, 0, dels genom att
utnyttja T-virdena —10, —5, —15.

a) Bestdm den parabel som passerar genom punkterna (1.6, 4.4), (2.4, ys)
och (3.2, 2.0) dels for fallet y, =0.4, dels for y, =5.2. Berikna poly-
nomets derivata vid z=2.4 i bada fallen.

b) Visa att vid interpolation med ett andragradspolynom sé ar polynomets
derivata i intervallets mittpunkt oberoende av y-véirdet dar.

Bestdm med Newtons ansats polynomet P(x) som gar genom de fyra punk-
terna (1, 3), (3, 3), (4, 0), (5, 11). Berdkna ocksd véirdet P(7).

Bestdm interpolationspolynomet @Q(z) som passerar genom ovanstaende
punkter samt genom punkten (7, 6). Hur mycket paverkas koefficienten for
hogstagradstermen i Q(z) om y-virdet vid = 7 dndras en enhet?

Skriv ett MATLAB-program som ritar upp polynomkurvan fér Q(x). For
datorbruk ar det enklare att anvinda den naiva ansatsen.

I vetenskapsakademins almanacka finns en tabell 6ver dagens lingd vid olika
tider av aret pa nagra orter. For den 21 juni visar tabellen foéljande virden:

Ort Polhéjd | Dagens langd
Lund 55.7° 17 tim 28 min
Goteborg 57.7° | 18 tim 00 min
Stockholm | 59.3° | 18 tim 31 min
Héarnosand | 62.6° 19 tim 56 min
Lulea 65.6° | 22 tim 34 min

Berdkna dagens langd den 21 juni i Hudiksvall, som ligger pa 61.7°.
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5.5 Vi onskar approximera en funktion som ser ut ungefar som en parabelbage
med ett andragradspolynom. Vi stker funktionens extremvérde.

a) Anvind formeln for kvadratisk interpolation for att hirleda extrem-
punktens z-koordinat.

b) I en almanacka finner man foljande upp- [ Datum | Dagens lingd
gifter om dagens léngd i Térnaby i Lapp- |71 juni | 20 tim 56 min
land. Berdkna hur lang arets lingsta dag | 16 juni | 22 tim 24 min
ar i Tarnaby. Vilken dag ar det? 1juli | 22 tim 01 min

5.6 En rymdyta ska spdnnas som tak over rektangeln 0 <z <1, 0.5 <y <2
och ga genom tre givna kurvor i parallella plan, vid y = 0.5, y = 1 och
y = 2. Kurvorna ar z(z,0.5) = 1+ 2%, z(z,1) = 1 — 1.5z + 2.52% och
z(x,2) = 1+sin(mz/2), se vinstra figuren. Anvind kvadratisk interpolation
for att konstruera rymdytan. Interpolera tvirs 6ver (dvs vid fixt z) vid z-
virdena z = 0, 0.2, 0.4, ..., 1. Resultatet med steget 0.25 i y-led visas i hogra
bilden. Gér om rikningarna med finare indelning i bade z- och y-led (t ex
dx=0.1 och dy=0.125) och rita upp rymdytan.

5.7 Under en lektion varierar den typiska teknologens upp- 1
marksamhet enligt foljande méatningar var femte minut #
fran tiden noll till fyrtiofem minuter (vakenheten métt ©
i procent): 70, 85, 85, 50, 30, 25, 25, 30, 60, 65. Man “
tror att en modell med ett fjairdegradspolynom ska kun- 2 T T T T

na ge god kurvanpassning. % 10 20 a0 40

a) Utnyttja de fem virdena vid tiderna 0, 10, 20, 30, 40 minuter och in-
terpolera genom dem. Rita fjardegradskurvan tillsammans med de tio
givna métvirdena. JAmfor det erhallna virdet vid ¢t =5 med det upp-
métta vakenvirdet fem minuter efter lektionsstart. Modellen far vél
betraktas som ganska dalig, eller hur.
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b) Prova istéllet virdena vid tiderna 5, 15, 25, 35, 45 minuter och inter-
polera. Prickmarkera kurvan i samma figur. Jimfor vérdet vid ¢t =0
med det uppmétta.

¢) Med minstakvadratmetoden kan en fjardegradskurva berdknas som inte
interpolerar men anpassar sig sa bra som mdjligt till alla tio punkterna.
Berdakna och rita in denna l6sningskurva och skriv ut residualvektorn.

d) Overge modellen med fjirdegradspolynom och utnyttja styckvis inter-
polation med naturliga kubiska splines genom de tio punkterna. Rita
splinekurvan tillsammans med métpunkterna. Prova till sist MATLAB-
splines.

Anvand hermiteinterpolation i tva intervall for approximation av felfunktio-
nen erf(z) som definieras av integraluttrycket erf(z) = 2 [ e~ dt.
Utnyttja funktionsvirden och derivatavirden av erf(x) for z-virdena 0, 1, 2
(erf(1) = 0.8427, erf(2) =0.9953).

Beréikna det hermiteinterpolerade véirdet vid x = 0.6 och x = 1.4 och jamfor
med erf(0.6)=0.6039 och erf(1.4)=0.9523.

London Royal Rowing Club (LRRC) har gett KTH i uppdrag att géra en ma-
tematisk beskrivning av Themsens norra strand [Rattersca Br 1 7.4 | 4.2
genom London. Givet &r koordinaterna for nor- | Chelsea Br 12.8 | 2.4
ra brofistet pa atta broar (se kartan). Themsen | Vauxhall Br | 17.6 | 0.6
har ingen diskontinuitet i flodriktningen fram till | Westminster | 21.5 1 4.0
o o Waterloo Br | 24.0 | 6.0

Waterloo, framhalls frain LRRC. Mellan Batter- X
. o e Blackfriars 27.1 | 4.7
sea och Chelsea Bridge &r rat linje tillrackligt | [ondon Br 302 | 1.8

god approximation. Tower Bridge | 32.5 | -0.6

i
e

: ﬁ%ﬁ‘y N & o
Fo: IR

e
r=a Ry
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Mellan broféstena Chelsea—Vauxhall-Westminster—Waterloo 6nskas hermite-
interpolation. Vid Vauxhall anges flodriktningen av 3’ =1/3, vid Westminster
y'=1 (nordostlig riktning) och vid Waterloo Bridge ar det ostlig flodriktning.

Fran Waterloo till Tower Bridge 6nskas en strandkurva bestaende av ett
enda interpolerande tredjegradspolynom som alltsa ska passera broféstena
dér emellan. Utfor uppdraget at roddklubben som ockséa vill veta hur mycket
tredjegradskurvans riktning vid Waterloo egentligen avviker fran den Ostliga.

En pasktuppsdesigner behéver din hjalp for att matematiskt beskriva tupp-
konturen som bestar av en rygg- och en bukkurva.

Givna punkter och lutningar pa ryggkurvan ar
stjdrtfjiderspetsen A= (0, 6) med ky=2.5, rygg- o 4/~
punkten B = (3, 5) med kg =0 och nébbspetsen . ./
C'= (6, 6) med k¢ =—1.5. Anvéind hermiteinter- /
polation for att beréikna och rita ryggkurvan.

Bukkurvan bestdms av fem punkter: D= (0, 3),
E=(1,4), F=(2,3), G= (4, 2) samt C = (6, 6).
Designern 6nskar interpolation med kubiska splines

med kravet att bukkurvan ska sluta horisontellt vid
nébbpunkten C'.

Utnyttja det naturliga splinevillkoret vid startpunkten D. Berdkna och rita
bukkurvan. Parallellférskjut kurvpartiet mellan D och F' i vertikalled nagra
ganger for att markera stjartfjidrarna, se figuren. Rita in 6ga, ben och andra
tupptillbehor.

Som bekant foérekommer i handeln elastiska gardin-
stanger. Jag behovde sétta upp en gardin och kopte
en gardinstang plus fem hallare. Jag placerade de fem
hallarna med 30 cm mellanrum ovanfor fonstret, av-
standet mellan de yttersta var alltsa 120 cm. Dessa
yttersta stéilldes in sa att de stack ut 5 cm fran vég-
gen; de 6vriga stack ut 15 cm. '

Jag hade tdnkt mig att stangen skulle 16pa ratlinjigt mellan de tre mel-
lersta hallarna, béja av snyggt mot de yttersta samt déarefter fortsitta i rét
linje utanfor de yttersta hallarna. De tva sista leden i tankegangen uppfylldes
till min belatenhet, men déaremot gick stangen (som betraktas som en natur-
lig kubisk splinekurva) inte alls ratlinjigt mellan de tre mellersta hallarna.
Bestdm hur stangen egentligen kommer att 16pa mellan hallarna. Berékna
ocksa i vilka punkter stdngen mest avviker fran den tdnkta linjen och hur
stor avvikelsen &r.




& 5.12

& 5.13

& 5.14

& 5.15

5. INTERPOLATION 29

Vi vill studera hur vél en kvartscirkel kan approximeras av en bézierkur-
va. Lat cirkelbagen vara enhetscirkeln i forsta kvadranten. Prova forst en
kvadratisk bézierkurva och berdkna hur mycket den som mest avviker fran
cirkelbagen. Préva sedan en kubisk bézierkurva. Lat kurvornas éndlutningar
Overensstamma och lat den kubiska bézierkurvans mittpunkt sammanfalla
med cirkelbagens mittpunkt.

Datorritade lagom lutande bokstdver och siffror kan latt
astadkommas av bézierkurvor — eventuellt kombinerade med
nagra raka streck. Konstruera en nolla av fyra kvadratis-
ka bézierkurvor. Nollan ska rymmas inom en parallellogram
med hérneni (0, 0), (a, h), (14a, k), (1, 0). Ifiguren géller
h = 1.5 och a = 0.3. Visa med en figur geometriska egen-
skaper hos nollans bézierkurvor. Skriv ett litet program for
nollekonstruktionen.

Betrakta den stora hundens koppel i figuren till exempel 3.12. Approximera
hundkopplet med en kvadratisk bézierkurva och utnyttja da derivataviardena
y'(0)=—1.7539 och /(2) =1.0589 (som erhalls ur ekvationslosningsuppgiften
om kopplet). Visa de geometriska egenskaperna och kurvan i en figur.

En kubisk bézierkurva startar i punkten (5, 3) och gar till punkten (—1, 1)
med styrpunkterna (7, 5) och (—1, 7). Borja med att skissera kurvan med
hjalp av kinda geometriska egenskaper hos bézierkurvan. Visa sedan att kur-
van kan skrivas x(t) = 5 + 6t — 30¢% + 183, y(t) = 3 + 6t — 8¢>.

Kurvan antar y-vardet 4 pa tva stéllen. Berékna tillhorande z-virden med
minst fem korrekta siffror.
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6 Integration

For att méta bensinforbrukningen vid kallstart av en personbil har man vid
forgasaren monterat en genomstromningsmétare. Experiment gav foljande
vérden:

|| 0 ]0.125|0.25]0375] 0.5 |0.625]0.75]0.875 | 1 |

| B 260 208 | 1.72| 145 | 1.26 | 1.13 | 1.04 | 0.97 | 0.92 |

x ar strackan 1 mil efter start och B (korrekt avrundat) &r momentan bransle-
forbrukning i liter/mil. Beriikna brénsleférbrukningen under den férsta mi-
lens korning och gor noggrannhetsbedémning.

Berdkna foljande integralvirden med minst fyra siffrors noggrannhet.

3 x T o
a) / C _dr b) / e %
o 1+ 223 0 T

Trapetsregeln med stegléngderna 1.6, 0.8, 0.4, 0.2 har anvénts for att be-
1.6

rikna f In(2+cos 16t) dt och givit vardena 1.7287, 1.7359, 1.7378, 0.8964.
0

15

1F

05F

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16

a) Ge en forklaring till de erhallna resultaten med hjélp av figuren som visar

integrandkurvan.
/2

b) Virdet av integralen [ In(2 + cos 16t) d¢ 6nskas med stor noggrannhet.
0

Diskutera vilken metod som &ar lampligast och berdkna integralvirdet.

Vi vill ha goda approximationer till integralvirdena I och I, dér

1 / 1 30 d h 1 / h 30 d

= r och I, = .

' o 1+at4+vV1+4a3 o 1+at+vV1+a3

a) Berdkna I; med trapetsregeln med en extrapolation. VAlj steget s& att
minst tva siffrors noggrannhet erhalls.

b) Ange en algoritm for berikning av I, med sikte pa fem korrekta decimaler.
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Vi vill bestamma bagldngden till en kurva som i parameterform beskrivs av
z(t) = 5+ 6t — 30t + 183 och y(t) =3+ 6t — 8> for 0 <t <1 (det giller
parameterkurvan i exempel 5.15).

a) Med trapetsregeln med n = 25, 50 resp 100 intervall berdknas tre app-
roximationer till baglingden L. Resultaten blir 10.10272, 10.09367, 10.09141.
Utnyttja véirdena for att ange L med s& god noggrannhet som maojligt.

b) Berdkna baglingden med MATLABs quad sa att minst sju siffrors nog-
grannhet erhalls. JAmfor resultatet med L-virdet ovan.

¢) Beskriv en effektiv algoritm for berdkning av mittpunkten pa kurvan, dvs
sa att baglangden dr L/2 pa bada sidor.

Besselfunktionen Jy(z) definieras som Jo(x) = £ [ cos (xsinv) do.

o

Berékna Jy(6.25) med minst 12 siffrors noggrannhet.

Den liggande attan, lemniskatan, i figuren har ekvationen
2\ 2 2 05
2 Y 2 Y
T+ =) = - =
(#+8) =% 0
Vivill berdkna lemniskatans inneslutna area med atta — ©°
siffrors noggrannhet. -1 05 0 05 1

Prova nagra metoder for bestdmning av areavirdet da integranden skrivs pa
formen y(z).

Skriv sedan om lemniskatans uttryck till polara koordinater och utnyttja att
arean A i omradet mellan vinklarna ¢, och (, bestims av A = fzz r?/2dep.
Vad blir ¢; och @7 Berdkna lemniskatans area med begérd precision.

Nér man later ljus eller andra elektromagnetiska vagor passera genom en
smal spalt uppstar ett diffraktionsmonster som beror pa tva integraler, de sa
kallade fresnelintegralerna

u t2 U tQ
C(u) = / cos 7T—dt, S(u) = / sin Z—dt.
0 2 0 2

I ett visst sammanhang behdver man integralvardena med fem korrekta de-
cimaler for en uppséttning u-virden: u = 0.8, 1.6, 2.4, 3.2, 4.0. Beskriv ett
effektivt sétt att berdkna integralerna med begéird noggrannhet.
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Beskriv en algoritm for berdkning av tyngdpunktskoordinaterna for en plan
skiva symmetrisk kring z-axeln med konturen i figuren. Fér y > 0 bestdms
konturen av uttrycket

y=+(1—2z)(1+22) (2> +0.1z+0.1), —-05<z<1

Tyngdpunktens z-koordinat ges av

2 1
“il..

dér A ar skivans area. Skriv ett program som bestdm-
mer tyngdpunkten med atta siffrors noggrannhet.

0.5

Tip zydx

-0.5
-0.5 0

0.5 1

Foresla atgirder sa att integralvirdena nedan kan bestdmmas med minst fyra
siffrors noggrannhet.

L cosa o dx
———dz D)
0o V1—2a? 1 (@ —=1)12(22 4 1)3/2

a)
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7 Differentialekvationer

Differentialekvationen dy/dt = 1+t —y, y(0) = 1, &r given. Anvand
Eulers metod med steget h =0.2 for att berdkna en grov approximation till
y(0.8). Gor om berikningarna dels med h=0.1, dels med h=0.05. Jamfor
den numeriska l6sningen med differentialekvationens exakta losning som &r
y(t) =et+t.

Funktionen y = arcsinz (principalvirdet) satisfierar 3’ = 1/ cosy, y(0) = 0.
Utfor handrékning med Eulers metod och steglingderna 0.1, 0.05 och 0.025
for att skatta véirdet pa arcsin0.5.

En fallskdirmshoppare paverkas av en uppatriktad kraft som &r proportionell
mot v® dér v &r hastigheten (m/s) och « &r en parameter > 1. Hastigheten
som funktion av tiden ¢ lyder differentialekvationen dv/dt = g (1 — (;=)*),
dér g = 9.81 och v, = 5 &r den konstanta sluthastigheten som uppnéog. Da
fallskéirmen vecklas ut (vid ¢t = 0) har hopparen hastigheten 50 m/s.
Lat o = 1.1. Skriv ett MATLAB-program som med Eulers metod och tids-
steget 0.05 berdknar och ritar upp hastighetskurvan fér 0 < ¢ < 1. Vad har
hastigheten sjunkit till vid ¢t = 17

GoOr om berdkningarna tva ganger med halverat tidssteg. Bedom tillfor-
litligheten i det erhallna hastighetsvardet vid ¢ = 1.

Berdkna och rita hastighetskurvan dven for a-véirdena 1.3, 1.5 och 1.7.

Notera i samtliga fall hastighetsvérdet vid ¢ = 1.

For vitskenivan h i en behéallare med tvérsnittsarean A, inflédet Q;, och
utflodet @, géller dh/dt = (Qin — Qui)/A. Vi antar att utflodet endast
bestdms av tyngdkraften och munstyckets utseende.

Bernoullis lag ger oss da Qu = Cy/2gh, dér C dr en —=

konstant som endast beror av munstycket och g ar tyngd- "
accelerationen. Q;, = 1—h/20 da 0<h <20 och &r noll for
ovrigt. Berdkna och rita upp vétskenivan som funktion av
tiden fran ¢ =0 och s& ldnge nagot intressant hénder. Lat
A=0.8, C=0.1, g=9.81 (enheter &r meter och sekund).
Rita i en gemensam figur l6sningarna for 2(0) =0, h(0)=3
och h(0) =10. Bestdm jamviktsliget i tanken genom att
16sa ekvationen som erhalls da dh/dt=0.
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Mitt pa Stora garden (numera kallad borggarden) pa4 KTH finns skulptoren
Ivar Johnssons fontén Flicka pd delfin (Adastatyn). Nar den ar i funktion
sprutar en vattenstrale snett uppat men tvingas sedan av Newtons rorelse-
ekvationer ner i plaskdammen. Lat u betyda hastighetens horisontella kom-
ponent och lat ¢ beteckna vinkeln mellan vertikalen och kurvbanan. Da géller
vid luftmotstandet k differentialekvationen du/dyp = —ku?/sin® p.

Det giller att bestdmma hastigheten i toppunkten, alltsd vid ¢ = 7/2, nér
utgangshastighet och luftmotstand ar kiinda.

Gor for hand en berdkning med Runge-Kuttas metod fran ¢ = 7/6 till
¢ = 7/2 med maximalt steg. Anvind for enkelhets skull k=2 och startvér-
det u = 1. (Sétt inte in virden pa 7 och v/3 forrén pa slutet.)

Skriv ett MATLAB-program som med Runge-Kuttas metod och finare in-
delning av @-intervallet berédknar hastigheten i toppunkten.

Slapkurvan (dven kallad ¢raktriz) i exempel 4.16 kan i parameterform anges
av koordinaterna (z(t), y(t)) och beskrivs av f6ljande system av differential-
ekvationer for ¢t > 0:

{fmﬂﬁZ—I@—yV@9+@—yV% 2(0) =1
dy/dt = (t —y)*/ (x> + (t—y)*),  y(0)=0

Anviand Runge-Kuttas metod med lampligt val av steglangd for att berdkna
och rita upp slapkurvan fram till ¢ = 2.5. Ange sldpkurvekoordinaterna vid
detta t-virde och bedém hur manga siffror som é&r tillforlitliga. Prova ocksa
att 16sa med MATLABs ode45.

Lemniskatan i exempel 3.9 kan beskrivas av differentialekvationen

y,:@(# 1>, y(0) =0

y \1+222+32

Anviand Runge-Kuttas metod med steget 0.1 fér att berdkna och rita upp
kurvan fram till z = 0.8.

For storre z-varden, dvs i intervallet 0.8 < z < 1 vallar den allt brantare
lutningen att noggrannheten i den numeriska lésningen blir dalig. Dér &r det
béttre att betrakta x som funktion av y. Visa hur differentialekvationspro-
blemet blir i detta fall och utvidga algoritmen sa att hela forsta kvadrantens
lemniskatkurva blir uppritad.
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Man vill undersoka vidstaende
reklamerbjudandes hallbarhet
genom att 16sa differentialekva-

tionen Pi vin Brain Gym
utvecklas din IQ snabbt

? \
caligt diff.ckvationen a4
¢*¢" =100, ¢(0)=100, ¢'(0)=0 |¢qG=100 (idi dagar)
En stagnerad medeimita -
EFTER

VAGEN TILL GENIALITET - BORJA BRAIN BUILDA!

5 . s (q=100, § = 0) blir geni
och bestdmma g-virdet efter [ TiAsore FORE

100 (}ag“ar. . IA, jag vill bli geni (q=200) p4 tre minader och bifogar kr 28365
a) For 6verslag: Anvind Eulers | for tickande av pono och expeditionskosmader!

metod och tidssteget dt = 50
och dt = 25.

b) Los differentialekvationen med en noggrannare metod (t ex RK4) dels med
¢ (0) = 0 dels ¢’(0) = 0.1. Skatta noggrannheten i slutvirdet.

c) Efter omskrivningen 2¢'¢” = 200¢'/¢* kan differentialekvationen integre-
ras analytiskt till (¢')* = const — 200/q. Handrikna med RK4 (t ex med
dt = 50) fallet da ¢'(0) = 0. Forklara det egendomliga resultatet!

Béttre fungerar ¢’(0) = 0.1. Berdkna med detta begynnelseviirde ¢-vardet
efter 100 dagar. Jamfor de olika 16sningsmetodernas resultat.

En skridskoakare kommer med hastigheten vy m/s in i ett omrade med allt
strévare is. Han later skridskorna glida pa isen tills han stannar. Friktionstalet
antas vixa enligt formeln u = po(1 + az®) dir po, o och B dr konstanter.

Skridskoakarens rorelse beskrivs av Newtons kraftekvation mi = —umg.
Lat vg=8, g=9.81, up=0.1, «=0.15, §=0.9. Skriv ett MATLAB-program
som ritar upp x som funktion av ¢ tills farten passerar noll.

Givet ér differentialekvationen y” + 22y’ + y? = 0 med begynnelsevillkoren
y(0.3) = 0.1, ¥/(0.3) = A.

a) Skriv ett program som berdknar och ritar y(z) for 0.3 < z < 10
da A = 0.2. Programmet ska ocksa skatta hur noggrant slutresultatet
y(10) &r.

b) A-virdet dr en uppmétt storhet. Man vill att métfelets inverkan péa
slutresultatet vid = =10 ska vara hogst 0.005. Beskriv hur man med
numeriska experiment kan bestdmma hur stor osédkerheten i A-vérdet
hogst far vara.
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En fallskirmshoppare hoppar fran en ballong fran hojden H (métt i meter)
och faller till att borja med i fritt fall. Hopparens hojdlage h(t) vid tiden ¢
(sekunder) ges av foljande differentialekvation:

d*h dh
k

dar k dr en luftmotstandskoefficient, m &r hopparens massa (kg) och ¢=9.81
ar tyngdaccelerationen. Sluthastigheten vy vid fritt fall &r cirka 50 m/s och
sluthastigheten vg vid fall med den aktuella fallskdrmen &r cirka 5 m/s. Efter
30 sekunder vecklas fallskdrmen ut. Skriv en algoritm som f6r H =2000 och
m="T5 berdknar och ritar kurvan 6ver hopparens hojdlidge som funktion av
tiden fran uthoppet till nedslaget och dessutom besvarar féljande fragor: Hur
hogt befinner sig hopparen da fallskdirmen utvecklas? Nér slar han i marken
och vilken hastighet har han da? Diskutera hur man foérfar fér att bedéma
noggrannheten i de erhallna vardena.

Losningskurvan y(z) till differentialekvationen y” — 3yy’/(1 + 2?) = —2¢?,
med startvirdena y(0) =1, 3/(0) =1, &r i intervallet 0 <z < 1.6 genere-
rande konturkurva till en rotationssymmetrisk figur. Mantelytan bestdms av
integralen 27 f01'6 y\/ 1+ (dy/dz)?dz.

Skriv begynnelsevirdesproblemet pa standardform och uttka det med en
ekvation som svarar mot integralen. Berékna och rita upp konturkurvan och
skriv ut virdet pa rotationsytan.

Ledning: Integralen w(z) = [ g(t)dt kan beréiknas som losningen till diffe-
rentialekvationen dw/dzx = g(x), w(a)=0.

Enligt Newtons gravitationslag paverkar solen en planet med en kraft som
ar riktad mot solen och omvént proportionell mot kvadraten pa avstandet.
Nér man delar upp kraften ldngs koordinataxlarna i ett fixt x-y system med
solen i origo far man dérfor (om man valt ldmpliga enheter)

d*x/dt* = —cos ¢/r?, d*y/dt* = —sin¢/r?

dér ¢ &r vinkeln mellan positiva xz-axeln och ortsvektorn och r &r avstandet
fran origo till planeten.

a) Skriv om differentialekvationerna for de beroende variablerna z och y
till ett system av forsta ordningens differentialekvationer. Det géller
alltsa bland annat att skriva hégerleden som funktioner av x och y.
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b) Skriv ett MATLAB-program som berdknar och ritar den planetbana som
svarar mot begynnelsevirdena r =1, dr/dt =0, ¢ =0, d¢/dt =1.4.
Dessa begynnelsevirden maste forstas oversattas till begynnelseviarden
for x, y, o', 3y/. Studera gérna de olika l6sningsbanor som erhalls da
d¢/dt ges andra virden vid ¢=0.

Krokningen k for en kurva i punkten (z,y) bestims av k = y” /(1 + (y')?)%/2.

a) Rita atta kurvor som uppfyller k = 3 cosx
for 0 <z <12. Alla kurvor ska ga genom origo
och dér ha derivatan 3'(0) =« for a =—0.2,
—0.1,..., 0.5. De atta kurvornas slutvirde
vid z =12 ska skrivas ut. Gér noggrannhets-
bedémning av virdena.

b) Visoker den kurva som uppfyller k = % cos,
gar genom origo och vid =12 har virdet y(12) =4. Ange lamplig al-
goritm for att finna kurvan, rdkna fram den och rita den tillsammans
med de atta kurvorna ovan.

En katalysator bestar av ett stort antal pordsa sfariska partiklar. For varje
partikel kan koncentrationen av det dmne som katalyseras beskrivas med
foljande differentialekvation

d’y | 2dy _

R da — o o4(1=9)/(140.2(1~y))
Tzt oy = 9y) dir g(y) =ye

Vidare géller dy/dx = 0 vid =0 samt y(1) = 1. Foérutom ldsningen
y(x) & man intresserad av att berdkna ett effektivitetsmétt for processen:
1n=3%'(1). Formulera en algoritm f6r 16sning av katalysatorproblemet.

Vid =0 far man problem med att termen %Z—Z blir av formen 0/0. Visa
med hjélp av I’'Hospitals regel foljande: for x =0 6vergar differentialekvatio-
nen till 3d%y/dz* = g(y). Utnyttja detta i den numeriska behandlingen av
problemet.

Randvirdesproblemet y” —(2—2x+22)y'+y =0, y(1)=0, y(2)=1 ir givet.
Skissera en algoritm som berdknar och ritar 16sningskurvan y(x). Dessutom
ska virdet av y'(1) och integralvéirdet ff y(x)dx berdknas och skrivas ut.
Gor tillforlitlighetsbedémning av resultaten.
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8 Tillforlitlighetsbedomning

Virdet av y = /3 och z = 2% berdknas for + = 0.92 som #r korrekt
avrundat. Man far y = 0.9726 och z = 0.08197. Hur méanga korrekta siffror
har resultaten? Hur manga korrekta decimaler borde x-vérdet vara givet med
for att alla siffror i z-virdet ovan ska vara tillforlitliga?

Fran origo till punkten P = (4.5, 5.5) &r avstandet a = +/50.50 = 7.1063.
Gor en noggrannhetsbedéomning av detta viarde da koordinaterna fér P har
en osikerhet pa +0.2.

Ny information séger att punkten P ligger pa linjen z + y = 10. Hur
noggrant kan avstandet anges nu?

Rattor har gnagt pa de gamla pyramiderna, sa att de nu-
mera ar rejalt stympade. Volymen V hos en sadan stympad B2 4

pyramid ges av formeln ‘

h ——
V: 5(314“ BlBQ+BQ)

dér h ar hojden, B; dr bottenytan och By den parallella 6vre ytan. Efter att
rattorna jagats bort har féljande varden uppmétts: h = 6+0.3, By = 8+0.2
och By = 3+ 0.1 (angivna i pe — pyramidabla enheten). Bestdm volymen
med felgrénser.

Enligt den grekiske filosofen och matematikern Heron erhalles en triangels
area T, da sidorna a, b, ¢ ir givna, ur T = /p(p — a)(p — b)(p — ¢), déir
p = (a+b+c)/2. Bestam arean av triangeln med sidorna 12.50, 10.25, 9.75.
Bestdm &ven grénsen for absolutfelet i arean da alla sidorna har métts upp
med ett fel < 0.005.

En kalkylator arbetar med sexsiffrig decimal aritmetik (vid avkortning tillam-
pas avrundning). Kalkylatorn klarar &ven av att ge sex korrekta siffror i
virdena for de matematiska funktionerna (bland annat /).

a) Vad blir p4 denna kalkylator /4318 — /4317 ? Skatta absoluta och
relativa felens grinser.
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b) Skriv om uttrycket ovan s& att det kan berdknas med battre noggrann-
het och genomfor utrdkningen sé som kalkylatorn skulle ha gjort det.
Gor felskattning.

Rogers strange far har lovat Roger stryk om Roger styr lingre ut fran land i
sin kanot &n 200 m. Vid ett tillfdlle tror sig fadern se sin chans. Han méter
fran stranden med sitt precisionsinstrument (1% relativt fel i métresultaten)
och uppmaéter synvinkeln 1.04° mellan kanotens ytterspetsar ute pa havet. Da
han vet att kanoten dr exakt 4 m lang, kan han raskt rdkna ut att férbudet
ar overtritt. Ar detta sikert sant, om man tar hinsyn till eventuellt fel i
métresultatet (Rogers striange far ar sjilv ofelbar)?

Da Roger kommer iland och hotas med stryk hédvdar han att kanotens
langdriktning i métégonblicket bildade vinkeln 60° + 2° med synlinjen fran
fadern. Om detta &ar sant, dr det dérmed fullt klart att forbudet inte ar
overtratt?

For att bestdimma hdéjden av ett torn med toppen i punkten A uppméttes
en horisontell stricka BC vars férlangning gar genom tornets fot D. Vidare
uppmattes vinklarna ABC = « och ACD = 3. Man erholl foljande resultat:
BC =50+£0.2m, a = 32.6°+0.3°% [ = 53.8°4+0.3°. Bestdm tornets hojd och
uppskatta felet i resultatet. Vilket av de tre métfelen bidrar mest till felet i
resultatet?

Egendomliga lysande foremal har den senaste tiden iakttagits flygande 6ver
Orsabygden. En av traktens amatdrastronomer forsékte bestdmma hastighe-
ten hos ett gulgront sken. Han métte avstandet till 2000 + 100 m, och vid
en avliasning 10 sekunder senare noterade han att féremalet hade nidrmat
sig med 300 + 20 m samt att vinkeln till féoreméalet d&ndrats med 20 + 1°.
Efter berdkningar meddelade han: "De frimmande foremalens hastighet har
uppmétts till 254.581396 km /h.”

Emellertid bifogade han ingen noggrannhetsbedémning av resultatet. Ge-
nomfor denna at honom under férutséttning att hans antagande om réatlin-
jig forflyttning var realistiskt samt att tidmétningen var behéiftad med en
osiakerhet pa en tiondels sekund.

Maclaurinutvecklingen for e® ar en konvergent serie for alla z. Skriv ett pro-
gram som for de fyra x-virdena —5, —10, —15, —20 summerar termer i
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serieutvecklingen #nda tills beloppet fér termen understiger 0.5 - 10714 2.
For att vi ska kunna bedéma hur god approximation seriesumman s ar till
exponentialfunktionsvirdet e, ska utskrift géras av s, € och relativa felet
(s —e®)/e®. Skriv dessutom ut termen med det storsta beloppet. Forsok att

forklara resultatet.

Vid en laboration har Emil 16st det linjéra ekvationssystemet Ax = b dar

—0.400
0.486
—0.143
0.514

A=

Losningen blev x = (3.000, 1.000, 0.000, 1.000)7.

1.000
—1.286
0.143
—0.714

0.200
0.114
0.143

—0.114

0.200
0.029
0.286
0.029

—0.000
0.143
» b= —0.572
0.857

Koefficientmatrisen och

hogerledet hade Emil réknat fram for hand innan han knackade in virdena i
datorn. Nar Emil var nastan klar med sin redogorelse kom han att tédnka pa
att han vid handrédkningarna avrundat elementen i matrisen A och i hoger-
ledet b till tre decimaler innan han gav dem till datorn. Han blev fundersam
over tillforlitligheten i sin 16sning. Emil vill darfér undersdka hur avrund-
ningen till tre decimaler i indata medfor osékerhet i 16sningen till Ax = b.

a) Undersok hur l6sningen x paverkas av storning i ett indatavéirde, t ex

elementet aq;.

b) Anta att indatavirdena har avrundats oberoende av varandra. Berdkna
vilken inverkan det har pa totalfelet genom att gora féljande: stor ett
indatavirde i taget, 16s det stérda problemet, berdkna ett felbidrag
som beloppet av skillnaden mellan det storda och ostérda problemets
16sning, addera slutligen de olika felbidragen. Féljande tankemodell kan

vara bra.

Indata:

all 312 a

8n1 Zn2 -

b, ..b

1 72 n

1n

a
nn

[

Utdata:

Skriv en funktion exfel med indata: koefficientmatrisen A, hogerle-
det b, samt osdkerheterna Fa och Eb i dessa storheter. Osédkerheterna
ges som en matris Fa och en vektor Eb, dar element i,7 i Fa anger
osikerheten i element 4, j i A och motsvarande for Eb.
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For ett system med n obekanta maste man 18sa n? + n stycken stérda
problem for att berdkna bidragen fran stérningar i samtliga indata-
varden, dvs lika méanga som antalet storda indatavirden. Uppskatta
hur manga aritmetiska operationer som gar at i din algoritm.

8.11 En bil rér sig med konstant acceleration a m/s* lings en rak vig. Lat sg
beteckna bilens avstand till en referenspunkt O vid tiden ¢ = 0, d& bilen har
hastigheten vg, och 1at s(t) vara bilens avstand till referenspunkten O vid
tiden ¢. Med dessa beteckningar géller s(t) = so + vot + at?/2.

a) Bestdm de okdnda parametrarna fran foljande métvirden

t| 2 ) 9
s | 8.71]40.9 | 125.7

b) Uppskatta osikerheten i de berdknade parametervirdena om s-virdena
i tabellen har osdkerhet pa hogst £0.05. Konditionstalet for koefficient-
matrisen i ekvationssystemet Ax = s dr 202 (i maximumnorm).

¢) Anta att &ven t-virdena har osikerhet som dr hogst £0.01. Skatta den
totala osékerheten med experimentell storningsrikning. Eftersom osé-
kerheten inte ligger i matriselementen utan i ¢-vérdena som ger matri-
selementen, maste du skriva nagra satser dar t-virdena och s-virdena
stors ett efter ett.

Bilda
Indata: koefficient— Los Utdata:
matris och A
t hogerled i
Lty tg = %
S, S, S Ax =b b Ax=b Yo
172 73 a

Jamfor felbidragen fran osédkerheter i s-virdena med skattningarna som
erhoélls i uppgift b.
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9 Blandade uppgifter

9.1 Bestam @ ur ekvationen

2 2 2
e LY
™R @
dar o och 7 definieras enligt E(t t)/ ;7 C T = [;TtE(t)dt,
o= [t — T)QE( )dt. Funktlonen C( ) deﬁmeras av tabellen
¥ (min) T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1
C (mg/1) 10 50 80 100 80 60 40 30 22 15 10 06 02 o‘

C-vérdena dr korrekt avrundade. For ¢ > 14 géller C(¢) = 0. Berdkna () och
gor en tillforlitlighetsbedomning av det erhallna @Q-vérdet.

9.2 Julgranen i figuren har en kontur som beskrivs av kurvorna y = +g,(x)
dir g,(z) = (e**/* —1)/4 i intervallet n—1 <z <n, n = 1,2,3,4,5.
Toppstjérnan finns i origo och stammen stricker sig lings x-axeln,
som alltsa ar riktad nedat.

a)

Berakna volymen av den rotationssymmetriska pryd-
nadsgranen. Genom ett snitt vid ett visst z-vérde
klyvs granen i tva volymsmaéssigt lika stora delar.
Bestdm detta z-vérde.

Rotationsvolymen for varje grenparti kan erhallas

genom numerisk 16sning av differentialekvationen

nedan. I detta fall placerar vi granen i intervallet

—5<2 <0 (med toppstjarnan i origo).

V" = n T x4 + V'), v(-n) = 0, v'(-n) = m(eV" — 1)2/16,
—n<z<-n+l,n=54,3,2 1. Berdkna virdet v(—n+ 1), som alltsi
ar granvolymen i skiktet —n<zx < —n-+1.

Man vill placera fem ljus i granen ldngs den réita linjen
y = /3 (och fem ljus symmetriskt pa andra sidan).
Bestdm koordinaterna for julgransljusen.
L
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1 Idéer och redskap

a) sinz = z—a3/3!4-25/5!—+ ... Serien ir alternerande, och trunkeringsfelet kan
skattas med |z|?/6. For att detta ska vara mindre &n 0.5- 1074 kriivs |z| < 0.0669.
For att felet ska vara mindre #n 0.5 - 1075 krivs |z| < 0.0144.

b) cosz = 1—x2/2+2*/4!—25/6!+— ... som #r alternerande och felet kan skattas
med x*/24. For att det ska understiga 0.5- 1074 kriivs || < 0.186. For att det ska
understiga 0.5 - 1075 krivs |z| < 0.0588.

c) 1/(1 —2?) = 1+ 22 +a2* + 25 + 2% + ... Anvinder man bara 1 4 22 blir
trunkeringsfelet x4 + 26 + 2% + ... = 2*/(1 — 2). For att detta ska vara mindre
dn 0.5- 1077 kriivs 2t < (1 —22)-0.5-107P,

Hirav foljer 22 < —0.25-1077 + /(0.25-1077)2 + 0.5- 1077. Med p = 4 far vi
|z| < 0.0839 och med p = 6 krédvs |z| < 0.0266.

a) Den réta linjen blir y =y + 2=2-(z —22) = 1 + = —= (£ —1), si avvikelsen
r(z) = o —1— 1Y% =t (x—1).

Eftersom r(1—h) = r(1) = 0 s& méste den maximala avvikelsen intréffa i det inre
av intervallet. Vi deriverar r(x) och soker derivatans nollstille x = « :

‘H

— LyIh 0:>\/_—71 e s(VIT—h+1),
—%(1—h+2\/—+1) SWI-h+1-1),

r(a) = a1+ E(vVI—h-1)(a-1) = (VIh-1)+ L(VIh-1) s (VI-h-1-2) =
LWImh =11+ 2= - ) = L(VI=h— ><ﬁ1+2>.

h ! r(a)

0.1 0.94934 | 3.3784-10~*
0.01 0.99499 | 3.1486- 1076
0.001 0.99950 | 3.1273-1078
0.0001 0.99995 | 3.1252- 10710
0.00001 | 0.99999 | 3.1250-10~'2

%

N

Som synes avtar avvikelsen som ch? dir ¢ ~ 0.03125.

b) Med lite matematisk analys kan den experimentella iakttagelsen bevisas.
Serieutveckla: (1—h)1/2 =1-1h—%h?+... och séitt in i uttrycket for r(c). Det ger
r(a) = 3(—3h— h2 (=3 — %h +...+3)= h2+ termer av hogre ordning.
Koefﬁmenten = 0. 03125 (vilket ocksa experlmentet visar).

a) Vénsterledet &r: VL =+ly (a-l—h) y(a)] —y'(a) =
= 4 [u@) + @) + B+ By"(@) + .. — ()] — v (a) = L2+ O0).
Svar: p = 1, felet ar proportionellt mot steglingden (konstanten ¢ = @)

b) Vinsterledet dr: VL = o [~y(a+2h) + 4y(a + k) — 3y(a)] — y'(a) =
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= {"{y(a)4-2hy'ﬁw +—4%3y”(a)4—§%3y”%a)-+...}-+
+4 {y(a) + hy'(a) + %Qy//(a) + %By/"(a) +.. } — 3y(a)} _ y/(a) =
_ _y//;(a)hg + O(h3)

Svar: p =2, vilket innebéar att felet dr proportionellt mot steglingden i kvadrat
(konstanten ¢ = —yT@)

c)
x=7:0.02:8;
y=(sqrt(x-7) . 5+2*sin(pi*sqrt(x))) ./ (sqrt (x+4*log(x-2*pi))-1); plot(x,y)
disp(’ h D1 D2 Di-yprim D2-yprim ’)
h=0.04; yprim=-1.68043;
for k=1:4
x=T+h*(0:2);
y=(sqrt (x-7) .~5+2*sin(pi*sqrt (x))) ./ (sqrt (x+4*log(x-2*pi))-1);
D1=(y(2)-y(1))/h; D2=(-y(3)+4*y(2)-3*y(1))/(2%h);
disp([h D1 D2 Di-yprim D2-yprim])
h=h/2;
end
h D1 D2 Dil-yprim D2-yprim
0.040 -1.5784 -1.6707 0.1021 0.0097
0.020 -1.6282 -1.6781 0.0522 0.0023
0.010 -1.6541 -1.6800 0.0263 0.0005
0.005 -1.6672 -1.6804 0.0132 0.0001

Tabellen visar att d& h halveras s& halveras i stort sett felet 1 D1. Felet i D2 blir
cirka fjirdedelen av sitt férra virde da h halveras (felet prop. mot h2).

2 Ekvationer

Nollstéllena till f(x) &r samma som téljarens nollstillen, dvs z3 4+ 322 —3=0
(under férutsittning att nimnaren x?—x—1#0 for dessa nollstillen).

Skissa kurvan y =3 + 322 — 3 pa [—3, 1]. Nollstillena avlises till a; =~ —2.5,
as~—1.5, ag~1. Med Newton-Raphsons metod erhalls storre noggrannhet:

zg = —2.5 konvergerar mot —2.532
Tpi1 = Tn— (22 +322 —3) /(322 +62,); 20 = —1.5 konvergerar mot —1.347
zo=1 konvergerar mot  0.879

Skissa kurvorna y = e* och y = 10 cosx. D& ser man att de skéir varandra ungefér
vid = 1.2 och dessutom vid z = —7/2—nm, n=0, 1, 2,... Vi anviinder Newton-
Raphsons metod: 21 = xp + hy, dir hy = —(e** — 10coszy)/(e® + 10sin xy,).
Med zp = 1.2 erhalls (endast nio siffror i zj skrivs ut): hg = 0.02400700,

x1 = 1.22400700, h; = —1.55177 - 1074, =z, = 1.22385182, hy = —6.4 - 1077,
x3 = 1.22385181, hy = —1.4-10716, x4 = 1.22385181.
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Som synes avtar korrektionstermerna hy kvadratiskt (ner till datorprecision). Den
positiva roten ar med atta korrekta siffror: 1.2238518.

In lnailn_Sf

Logaritmera: zlna = alnz, eller Inz — z22 = 0. Infor ¢ =
0.366204096. Los ekvationen In z—cx = 0 med Newton Raphsons metod Grovsklss
av kurvan y = Inx — cx visar att forutom roten vid x = 3 finns det en rot néra
x = 2.5. Efter nagra iterationer erhalls roten till 2.4780527.

Parametern a har en osékerhet pa £0.005, hur paverkar det rotvirdet? Gor
om riékningarna med stérda a-vérden. Med a = 3.005 giller ¢ = 0.3661489 och
roten blir 2.4744. Med a = 2.995 géller ¢ = 0.3662585, roten blir 2.4817. Resultat:
x = 2.478 £ 0.004.

Kurvan y = IHTI skér linjen y = ¢ 1 tvA punkter, men f6r a = e sammanfaller de i
maxpunkten z = e, y = 1/e.

a) Derivera uttrycket for z, och sétt derivatan lika med noll. Med MATLAB-satserna
c=[pi 0 -3 1]; r=roots(c) far man: r = -1.1139 0.7132 0.4007, varav en-
dast det sista véirdet ar rimligt for cirkelradien (och ger maximum). Tyngdpunkts-
koordinaten blir x4, = 0.6011.

b) Ekvationen blir 0.5 4+ 772(0.5 — 7)/(1 — 7r?) = 2r som kan omformas till
(0.5 —2r)(1 — 7r?) + 7r2(0.5 —r) = 0 dvs mr® —2r + 0.5 = 0. MATLAB-
satserna c=[pi 0 -2 0.5]; r=roots(c) ger r = -0.9017 0.6145 0.2872, dér
roten 0.2872 ar den enda rimliga. Tyngdpunktskoordinat: x4, = 2R = 0.5744.

Ekvationen blir 2N2 4+ 9N — 14.5NIn N — 1.9N = 0. En enkel skiss visar att N-
vérdet finns mellan 15 och 20. Med till exempel Newton-Raphsons metod erhalls
N = 16.984. Inséttningssortering var alltsa snabbare dn quicksort for N < 17.

xg = 1.5, P(1.5) = 0.25 och P’(1.5) = 50.75. Ett steg med Newton-Raphsons

metod gors: zy = 1.5 — $2 = 1.5 — 0.00493 = 1.49507.

x=1.5; dx=1;
while abs(dx/x)>le-12 % god marginal i noggrannhetskravet
p =4xx~4-T*x"3+5.5%x"2+27 .5%x-50; pprim=16%x"3-21%x"2+11%x+27.5;
dx=-p/pprim; disp([x dx]), x=x+dx;

end, xsolv=x
Efter tre iterationer fas x = 1.4950604705. Med roots([4 -7 5.5 27.5 -50])
erhalls alla rotter med datorprecision (vi néjer oss med att skriva ut fem siffror):
1.0238 £1.9016¢, 1.4951, —1.7926.

Lat f(x) = 102Y/19—z—cosz—e~*. For z nira noll giller f ~ 102"/ —z—-1—-1~
10(2'/10 — 0.2) som blir noll for z = 0.210 = 21010710 = 1.024 - 10~ 7. Detta bor
vara en god startgissning till ekvationen f(z) = 0. Med Newton-Raphsons metod
(och en iteration) erhalls = 1.02400000 - 10~".
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Finns det fler rétter? Rita upp funktionskurvan t ex i inter-
vallet 0 till 25. Man ser att en rot finns vid x ~ 12. Med tva
iterationer i Newton-Raphsons metod erhalls roten med nio
korrekta siffror, x = 11.9840074. Fler rotter kan inte finnas
for f(x) ar inte definierad for < 0, och fér stora z-vérden
domineras funktionsuttrycket av termen —z som gar mot
—oo (se figuren). o 5 10 15 20

Likformighet ger mTfl = %, dvs = = % Pythagoras sats

ger H? 4+ 22 = 52, dvs H? + H?/(H — 2)? = 25.
Forling med (H — 2)? si blir ekvationen H?* — 4H3 —
20H? + 100H — 100 = 0. Ekvationen loses i MATLAB med
c=[1 —4 —20 100 — 100]; r = roots(c). 5
Rotterna dr —4.9490, 4.6857, 2.6129, 1.6503. Eftersom H mas- 2
te vara storre dn 2 s kommer stegen att luta mot viggen pa
hojden H = 2.6129 eller H = 4.6857. L

X

Ekvationen lyder % — 2 = 0 med en ndmnare som blir noll pa oéndligt manga

stallen (vid figurens vertikala streck dir den MATLAB-ritade kurvan gor ett hopp
fran oo till —o0). Forldng med cos x sa att ekvationen i stéllet blir sin z—z cosz = 0.
Med Newton-Raphsons metod erhalls rotterna 4.4934095, 7.7252518, 10.9041217,
14.0661939, 17.2207553, 20.3713030.

Kurvorna y=tanx och y=x
T T

N
&

201 Kurvan y=sinx-x*cosx

0 5 10 15 20 25

format long, xstart=3%pi/2-0.1; % startgissning till rot nr 1
for nr=1:6
disp(’> ?); disp(’ X dx’)

x=xstart; dx=1; iter=0;
while abs(dx/x)>le-12 & iter<8
f=sin(x)-x*cos(x); fprim=x*sin(x);
dx=-f/fprim; disp([x dx]), x=x+dx; iter=iter+l;
end
xstart=xstart+pi; % startgissning till n&sta rot
end
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Serieutveckla: 1.96z—(z—23/6+...)—(x—22/2+23/3—...) = 0 som forenklas till
z(=0.044+2/2—2%/64...) = 0. 2 = 0 ir trivial rot. Med tva termer i utvecklingen
erhalls « =~ 0.08. Med tre termer far vi andragradsekvationen x? — 3z + 0.24 = 0
med rétterna z = 1.5 £ v/2.01 = 1.5 £ 1.4177. Den nérmast noll &r 0.0823. Med en
siffras noggrannhet &r roten 0.08.
Anvind zg = 0.08 som startvirde i Newton-Raphsons metod pa ursprungliga ek-
vationen (derivatan ar f'(z) = a — cosx — Hﬁ) Efter ett par iterationer erhalls
rotvirdet 0.0819825.

Undersok hur en stérning i a paverkar roten. Los ekvationen dels med a = 1.955
som ger viardet 0.092484, dels med a = 1.965 som ger 0.071533. Roten kan anges
som 0.082 £ 0.011.

Skriv om ckvationen till e~ — In(x + b) = 0 och 16s med Newton-Raphsons
metod. Uppritning av funktionskurvan visar att den enda roten finns ungefér vid
x = 0.75. Vi l6ser ekvationen tre ganger, dels med ostorda parametrar, dels med a
stord, dels med b stord.

x=0.75; xs=[];
a0=2.533; b0=0.543; a=al0; b=b0; h=1;
while abs(h/x)>1e-8
f=exp(-a*x~2)-log(x+b); fp=-2%x*axexp(-axx~2)-1/(x+b); h=-f/fp; x=x+h;
end
x, xs=[xs x];
a=a0+0.001;
b=b0; h=1;
while abs(h/x)>1e-8
f=exp(-a*x~2)-log(x+b); fp=-2%x*axexp(-axx~2)-1/(x+b); h=-f/fp; x=x+h;
end
x, xs=[xs x];
a=al;
b=b0+0.002; h=1;
while abs(h/x)>1e-8
f=exp(-a*x~2)-log(x+b); fp=-2%x*axexp(-axx~2)-1/(x+b); h=-f/fp; x=x+h;
end
x, xs=[xs x];
err=abs (xs(1)-xs(2))+abs (xs(1)-xs(3)); % felbidragen adderas
x_med_fel=[xs(1) err]

Svar: Roten &r 0.7404 £ 0.0010 (eller 0.740 £ 0.002).

Tvé samband: ae 4+ b = 6 och a+b = 12. Sitt in a = 12— b i férsta sambandet s&
erhalls (12—b)e™"+b—6 = 0. Uppritning av funktionen i viinsterledet ger att b ~ 1
och b =~ 6. Med Newton-Raphsons metod erhalls b = 0.763516, a = 11.236484 samt
b = 5.984863, a = 6.015137.

Ekvationen kan skrivas wva/g + e™® — 1 = 0. Newton-Raphsons metod blir:

ant1 = ap — (vap/g+e "t —1)/(v/g — te=ot).
v=15, g=10, t=1.9 ger 16sningen a=0.2595.
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Stor vart och ett av v, g, t-viardena:

v g t a
14.5 10 1.9 0.2986
155 10 1.9 0.2221 a minskar som funktion av v;
15 95 1.9 0.2012 Vi ser att a &kar som funktion av g;
15 105 1.9 0.3159 a Okar som funktion av t.

15 10 1.85 0.2352

15 10 1.95 0.2820
Minsta vérdet pa a erhalles for v = 15.5, ¢ = 9.5, t = 1.85 = am, = 0.1388.
Storsta viardet pa a erhalles for v = 14.5, g = 10.5, t = 1.95 = a;pq, = 0.3769.
Resultatet kan sammanfattas a = 0.26 £ 0.12.

Inget 16sningsforslag visas (1amplig laborationsuppgift)!

Figuren visar kurvorna y = x och y = G(z) = $(2® + 1) samt iterationerna med
start vid g = 1.5.

Forfarandet konvergerar mot roten o = 0.3820. Derivatan
G'(z) = 2a; konvergenskrav: |G'| < 1 i en omgivning av
roten. Det ar uppfyllt for den mindre roten; G'(0.382) =
0.25 < 1. Vid den storre roten, z ~ 2.62, giller G' > 1;
ingen konvergens erhalls. ]
|Tnt1 — ol = [G(zn) — G(a)| = G'(§)|rn —a| = 0.25zn —af.
Felet reduceras med faktorn 0.25 i varje iteration. I R
Bestdm k sa att 0.25F < 1070 = (§)* < 1075, Det ger direkt k = 10 (eftersom
210 = 1024 sa géiller 4'° = 1024? och ($)'° < 107°).

Rétternas produkt &r 1 (konstanttermen i andragradsekvationen). Den storre roten
ar 1/a = 2.6180.

3

Fixpunktsiteration z,,+1 = G(z,,). Om a &r roten, dvs a = G(a) géller =2 ~m,

dar m = G'(a). Vidare géller %ﬂ’; ~m, dvs m kan uppskattas ur den givna

n—Tn—

talfljden. Foljande MATLAB-satser ger uppskattningen av m

x=[1 2.1314 3.0365 3.7605 4.3398 4.8032 5.1739 5.4705];
dl=diff(x(1:7)); d2=diff(x(2:8)); m=d2./d1

Vi far m = 0.8000 0.7999 0.8001 0.7999 0.8000 0.8001, dvs m = 0.8. Sétt in z7 och
xg i 1’;:—17;(1%0.8, = a = 6.657, och avvikelsen xg — a blir 1.186.

For varje iteration minskar felet med en faktor 0.8. Efter k iterationer har felet
minskat med en faktor 0.8%. Vi far alltsd 1.186 - 0.8 = 0.5 - 1073 med lésningen

k = 34.8. Alltsa behovs 35 ytterligare iterationer.

Logaritmera: InC — 1/(kt) — 0.5Int = In20. Infér a = In(C/20) och skriv ekva-
tionen 0.5Int + 1/(kt) — a = 0. Kurvan for z = 1 skar linjen y = 20 ungefar vid
t = 0.1 ocht = 1.5. Los forst med ostorda data, darefter med min- och maxvérden
for de bada parametrarna C och k. Med ostort C' och k passeras tjugogradersstrec-
ket vid tidpunkterna 0.1488 och 1.5633, temperaturen Gverstiger 20° under 1.4145
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tidsenheter. Osékerheten i C' och k gor att tidsvérdet varierar mellan 1.406 och
1.423. Lampligt svar dr 1.41 + 0.02 for det tidsintervall d& temperaturen Gverstiger
20°.

Derivera, y' = 3 (% —1.3 -7z +8.4z2 — 43:3)7 och 16s ekvationen 3’ = 0 med
Newton-Raphsons metod. D& behovs dven 3" = 3 (—%%/2 — 7+ 16.8z — 12962>.
Figuren i lydelsen visar att maxvérdet finns ungefar vid x = 0.3. Efter tre iteratio-
ner erhalls maxpunkten (0.29825, 0.15085).

Vingprofilen skiir linjen y = (/4 dels mycket néra noll, vid z =~ 0.01, dels vid
r =~ 0.9. Lés ekvationen 3 (3/x — 1.3z — 3.52% + 2.82% — 2%) = 0 med Newton-
Raphsons metod. Efter tre iterationer fas skiarningspunkterna (0.007509, 0.03750)
och (0.88873, 0.003750).

Ekvationen r(p) = 1 kan omformas till (2 + sin3p)? — (1 4 €*%) = 0.
Lampliga startgissningar till de sex vinkelvirdena finner man ur figuren i lydelsen,
v~ 70°, 110°, 200°, 220°, 310°, 355°.

Resultatet blir 68.6659°, 105.8954°, 198.4347°, 222.8097°, 306.3085°, 358.6253°.

a) X =10 : Los ekvationen f(a) =0 dér f(a) = a(cosh 2 — 1) — 6 med Newton-
Raphsons metod. f’(a) = cosh % -1- % sinh % Rita funktionskurvan i lampligt
intervall och konstatera att ett nollstélle finns vid a =~ 9. Efter ett par iterationer
erhélls @ = 9.18894 och L = 24.1882.

b) Lés asinh % - % =0 for fem X-virden. Anvand erhallet a-virde som startvirde

vid nésta X. : yo fs ur sambandet yg = 6 — a(cosh % —1). Kedjan ar nu bestdmd
och kan ritas upp.

a-viirdena for X = 10, 9,..., 5 blir 9.1889, 6.5670, 4.8814, 3.6678, 2.7384, 2.0007.

X=10; a=9; h=1; 5
while abs(h/a)>1le-8
f=ax(cosh(X/a)-1)-6; fp=cosh(X/a)-1-X/a*sinh(X/a); q
h=f/fp; a=a-h;

end 5
Lhalv=a*sinh(X/a); L=2*Lhalv
disp(’ X a y0 *), disp([X a 01) ™ 0 s 10

x=-X:0.1:X; y=ax(cosh(x/a)-1);
plot([-X X],[6 6]1,’:’,x,y,’--’), axis equal, hold on
% Rita fem kedjor till med samma L
for X=9:-1:5
h=1;
while abs(h/a)>1e-8
f=a*sinh(X/a)-Lhalv; fp=sinh(X/a)-X/a*cosh(X/a); h=-f/fp; a=at+h;
end
yO=6-a*x(cosh(X/a)-1); disp([X a y0l)
=-X:0.1:X; y=a*(cosh(x/a)-1)+y0; plot(x,y)
end
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3 Ekvationssystem

Ekvationssystemet lyder

c1 + 40c2 + 1600c3 = 55.3 1 40 1600 c1 55.3
c1 + 50c2 + 2500c3 = 92.5 =1 1 50 2500 co | =1 925
c1 + 60ca + 3600c3 = 149.4 1 60 3600 c3 149.4

Resultatet blir ¢; = 103.5, co = —5.145, ¢35 = 0.0985 samt P(45) = 71.5 och
P(57) = 130.3.

Vi formulerar ekvationerna vid skdrningspunkterna 1, 2, 3, 4:

up = (042004 ug +us)/4, uz = (u1 +2004200+uy)/4, ug = (0+u1 +us+0)/4,
ug = (usz + uz + 200 + 0)/4. Multiplicera med 4 och skriv pa standardformen
Au=nb:

4 -1 -1 0 m 200
-1 4 0 -1 uy || 400
-1 0 4 -1 us || 0

0 -1 -1 4 m 200

Losningen med u = A\b blir u = (100, 150, 50, 100)7.

Den kompakta formen kan delas upp i fem linjara samband med hogerleden noll. I
programmet nedan dr A systemmatrisen och vektorn x innehaller de okénda flakt-
effekterna. De kdnda luftflodesvirdena laggs i en vektor q. Systemets hogerleds-
vektor b innehaller luftflédesvirdena men vissa av dem med minustecken.

A=[ 1 -2 0 3 0
0-1 2 0-3
-2 4 1-8 0
0 2-4-1 8
3 -6 -2 13 1]
g=[4 8 9 20 12]; ©b=[-q(1:2) q(3:4) -q(6)]1’, x=A\b

q=q+1l; b=[-q(1:2) q(3:4) -q(6)]1’, xx=A\Db
rin=1/20; rut=norm(xx-x,inf)/norm(x,inf), Kexp=rut/rin

a) Flikteffekterna blir 4, 4, 1, 0, 2.

b) ||b|| = 20, ||A| = 25, ||x|| = 4 och det ar sant att 20 < 25 - 4.

¢) Flakteffekterna blir nu 6, 7, 2, 1, 2.

d) Konditionstalet skattas som forhallandet mellan rel.felet i utdata och rel.felet i
indata (Rin, = 55). Vi far Ry, = ||xx-x||/[|x|| = 2 och konditionstalet blir ca 15.
Matrisen kan representeras av tre vektorer, en fér diagonalen med sex komponenter,
och en vardera for super- och subdiagonalen med fem komponenter. Vi 16ser med
funktionen tridia som kan kopieras fran kurskatalogen (filen heter tridia.m).
Alla stérningsexperiment gors med en indatastorning pa 0.05, dvs relativfelet R;, =
0.05/||b|| = 0.05/9.6 = 0.0052.



3.5

3.6

92

dia=[-4 -2 -2 -2 -1 -1]°; sup=[ 3211 1]%; sub=[ 1111 1]%;
b=[9.6 -3.7 1.1 -1.2 2.0 -1.9]’; =x=tridia(dia,sup,sub,b);
db=0.05%[-1 1 -1 1 -1 1]’; xsl=tridia(dia,sup,sub,b+db);
db=0.05%[ 1 1 1 -1 -1 -1]°; xs2=tridia(dia,sup,sub,b+db);
db=0.05%[ 1 1 -1 -1 1 1]’; xs3=tridia(dia,sup,sub,b+db);
disp([x xs1 xs2 xs3]), xnorm=norm(x,inf), Rin=0.05/9.6
Rutil=norm(xsl-x,inf)/xnorm; Rut2=norm(xs2-x,inf)/xnorm;
Rut3=norm(xs3-x,inf)/xnorm; Rutsucc=[Rutl Rut2 Rut3]
kexperiment=max (Rutsucc)/Rin
A=diag(dia)+diag(sup,1)+diag(sub,-1), C=inv(A)
kondA=norm(A, inf) *norm(C, inf)

Utskrift: X xsl xs2 xs3

-1.5000 -1.4500 -2.1500 -1.2500
1.2000 1.2500 0.3500 1.5500
0.1000 0.1500 -0.4000 0.3500
0.1000 0.1000 0.0000 0.2000
-1.1000 -1.1000 -0.8500 -1.2000
0.8000 0.7500 1.1000 0.6500
xnorm = 1.5000

Rutsucc 0.0333 0.5667 0.2333

Forsta kolumnen &r ostorda l6sningen. De féljande kolumnerna ar 16sningsvektorer-
na i de tre storningsexperimenten. Den storsta fordndringen visar experiment tva,
med 57% fel i losningen. Det ger en konditionstalsskattning pa 0.57/0.0052 = 109.
Teoretiskt giller ||A| - ||A7Y| = 119.

Relativfelet i hogerledsvektorn ar 0.05/6 och i l6sningsvektorn 3.75/1. Det ger ett
experimentellt konditionstal pa 450.

Om hogerledsvektorn éndras till 1.02 b &ndras l6sningen till 1.02 x.
Rel.fel in = 0.02 = rel.fel ut, dvs konditionstalet skattas till ett, vilket inte ger
nagon information om den verkliga konditionen.

Kan ekvationssystemet bli diagonaltungt? Ja, flytta om raderna:

5 1 0 0 10 1= (10 —22)/5 =2 — 0.2
2 10 0 -1 130 | 22=(30—2z1 +24)/10 =3 — 0.2z + 0.1x4
“1 010 0|*T| 70| a3=(70-2,)/10=7+0.1z

0 -1 1 5 25 Ty = (25 — X9 — CL’3)/5 =5+ 0.21’2 - 0.21’3

2 0 —0.2 0 o0
x— 3 " -0.2 0 0 0.1 < dvs x = ¢+ Mx och [|[M|e =0.4 <

7 0.1 0 0 0 > 1, konvergerar!
5 0 0.2 -0.2 0

Gauss-Seidels metod med startvektor x(© = (2, 3, 7, 5)T ger:
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2-0.6=14 1.356
3-02-14+0.1-5=322 3.150

M _ @ _

x 7401-1.4=7.14 och x 7136 |
540.2-3.22-02-7.14 = 4.216 4.203

med [|x® — x| =0.07.

Manadsvérdena for januari, februari och december (index 1, 2 och 12) &r lite spe-
ciella, de 6vriga ldggs i en for-slinga. Gauss-Seidels metod utnyttjas.

v=[0.1 0.2 0.1]; % vikter runt om
y=[3 8 13 21 17 12 5 3 6 12 8 6]’;
bar(y,’m--’), hold on
X=y; % startgissning
dxnorm=1; iter=0;
while dxnorm>0.005

x0ld=x;

x(1)=(y(1)-v*xx([11;12;2]))/0.6; —

x(2)=(y(2)-v*x([12;1;3]1))/0.6; o

for i=3:11

x(1)=(y (i) -v*x([i-2;i-1;i+1]))/0.6;

end |

x(12)=(y(12) -v*x([10;11;11))/0.6; T M -

iter=iter+1; dxnorm=norm(x-xold,inf); H HH Hﬂ
end, xgausei=x LI Er—”:‘ Bt

iter, bar(x)

Efter sex iterationer erhélls resultatet
0.64 9.94 13.89 26.11 15.63 10.09 2.11 1.56 6.36 16.64 5.87 5.16

Lés med Newtons metod. Skriv ekvationerna pa formen f(c) =0 (med ¢; = a och
co = b) och bilda jacobianmatrisen J:

a(l +k1b+k2b2) — Aot =0 J— 1 +k1b+k2b2 a(kl —|—2k2b)
b (1 + ki1a + 2koa b) —bit =0 o b(kil + 2k2l)) 1+ kia + 4ksad )

Som startgissning véljer vi a = a1 /2 och b = by /2. Sétt in viirdena i ekvationernas
vansterled (vektorn f) och i jacobianen J, 16s systemet Jéc = —f. Uppdatera
vektorn c och iterera tills 6nskad noggrannhet ar nadd. Efter fyra iterationer erhalls
a = 0.4828 och b = 0.8126.

k1=0.12; k2=0.22; atot=0.60; btot=1.0;
a=atot/2; b=btot/2; c=[a b]’; iter=0; dcnorm=1;
while dcnorm>le-4 & iter<10
f=[a*(1+k1*b+k2*b~2) -atot
b* (1+kl1*a+2xk2*a*b)-btot] ;
J=[1+k1*b+k2*b~2 a*(k1+2%k2*b)
bx (k1+2xk2*b)  1+kl*xa+dxk2*axb] ;
dc=-J\f; c=c+dc; dcnorm=norm(dc,inf)
a=c(1); b=c(2); iter=iter+1;
end
a_och_b=[a b], iter
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Lés med Newtons metod pé det ickelinjira systemet (22 + (1;2/2)2 — 22+ % =
0, 22-05—y=0.

Jacobianens element &r Jy; = 4x(z? + y2/2) — 2z, Jio = 2y(z? + y?/2) + v,
Jo1 = 2x och Jye = —1. Ritar vi in parabeln i figuren med lemniskatan sa hittar
vi goda startgissningar for skdrningspunkterna. En finns néra = = 0.3 och en néra
x = 0.9 (symmetrin kring y-axeln ger de bada évriga). Efter fyra iterationer erhalls
skirningspunkterna (£0.332523, —0.389428) och (£0.908838, 0.325987).

Forkorta bort tiopotenserna si att ekvationerna blir 10z — 2y + 23 = 0 och
2410y +5y? = 3. Prova gissningen att = och y &r sma till beloppet, da kan 2 och
y? forsummas och vi far det linjdra systemet 10z — 2y =0, x4+ 10y = 3, vars
16sning ar x = 3/51 &~ 0.06 och y = 5z ~ 0.3. Resultatet stdmmer ritt bra med
antagandet! Nu har vi startgissningar till det ickelinjdra systemet, som naturligtvis
kan 16sas med Newtons metod, men hér provar vi Gauss-Seidels metod och hoppas
pa konvergens. Goér omskrivningen 10z = 2y — 23, 10y = 3 —x —5y? och iterera
med formeln xj1 = (2yr — 23)/10, yrr1 = (3 — 241 — 5y2)/10.  Efter sju
iterationer erhalls z = 0.0521, y = 0.2608.

Eftersom losningskomponenterna ér sma, forsummar vi de ickelinjéra termerna i
forsta approximationen. xo = (0.0230, 0.2303, 0.3257)T blir det linjara systemets
16sning som vi tar som startapproximation till alla metoderna. For att fa sju kor-
rekta decimaler krévs sju iterationer i de bada forsta metoderna, medan Newtons
metod endast behover tre iterationer.

Lésningen blir x; = 0.0279889, o = 0.2273965, 3 = 0.3137123.

A=[10 -1 0; 1 10 -1; 1 0 3]; b=[0 2 1]’; x0=A\b
disp(’Metod 1, Picarditeration’)
x=x0; dnorm=1; iter=0;
while dnorm>0.5e-7 & iter<20
x0ld=x;
b=[x(1)"2+x(2)"2 2-x(2)"3 1-x(3)"3]’; x=A\b;
dnorm=norm(x-xo0ld), iter=iter+1;
end, x, iter
disp(’Metod 2, Gauss-Seidels metod’)
x=x0, dnorm=1; iter=0;
while dnorm>0.5e-7 & iter<20
x0ld=x;
x(1)=x(2)+x(1)~2+x(2)~2)/10;
x(2)=(2-x(1)+x(3)-x(2)~3)/10;
x(3)=(1-x(1)-x(3)"3)/3;
dnorm=norm(x-xo0ld), iter=iter+1;
end, x, iter
disp(’Metod 3, Newtons metod’)
x=x0; dnorm=1; iter=0;
while dnorm>0.5e-7 & iter<7
b=[x(1)"2+x(2)"2 2-x(2)"3 1-x(3)"3]’; f=A*x-D;
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Jb=[2*x(1)  2*x(2) 0
0 -3%x(2) "2 0
0 0 -3*x(3)"2];

J=A-Jb; dx=-J\f; x=x+dx; dnorm=norm(dx,inf), iter=iter+1;
end, x, iter

-y : _ 0—xg _ 2—xg B 0—xg B 2—xg
Infor beteckningarna py = cosh =, ps =cosh =—*¢, s; =sinh =—*¢, sy =sinh =—70¢.

For grand-danoishunden géller yo =1 och for papillonen y, =0.2 . Tre samband

finns till vara tre obekanta xg, yo , a.

alpr —1)+yo—15=0 —51 1 p1— 1+ x081/a

alps —1) +yo —y2 =0 } Jz( —s9 1 p2—1—(2—20)s2/a )
a(—s1 +82)—25=0 p1—p2 0 —s1 482 —xep1/a— (2 —x0)p2/a
Lés med Newtons metod. Goda startgissningar kravs; for grand danois foreslas
x9=~1.2, yo=~0.5 och for papillon zp=~1.9, yo~0.2. Vad kan a vara? Svarare att
gissa, vi chansar pa a=1 i bada fallen.

Resultat: for grand-danoishunden erhalls xg = 1.1802, yo = 0.5943, a = 0.8888
och for papillonen xg = 1.9133, yg = 0.1976, a = 1.5846.

Sista ekvationen visar att antingen x5 eller xo dr liten. Om x5 vore liten blir nést
sista ekvationen inte trolig. Férsumma darfor x5 vilket leder till 1 ~ 0.5—x3, 2o =~
1.5—x3, x4~ x3. Det ger 223 = (0.5 —23)(1.5 — x3) = 23+ 223 —0.75 = 0 med
rotter ungefar vid —2.3 och 0.3; bara det positiva vardet ar rimligt, alltsa x3 = 0.3.
Da galler x1 =~ 0.2, o &= 1.2, 4 ~ 0.3 och x4, =~ 2, vilket insatt i sista ekvationen
ger x5 =~ 0.0001. Det ursprungliga antagandet stdmmer bra.

Med dessa startviirden och sista ekvationen omskriven till z5z927, —a r173 = 0 dir
a = 0.09 I6ser vi problemet med Newtons metod med funktion och jakobianmatris
enligt programmet nedan. Efter fyra iterationer har sex decimalers noggrannhet
erhallits vilket innebér tre korrekta siffror for x5 = 0.000114. De 6vriga resultaten
ar x1 = 0.1770, xo = 1.1772, z3 = 0.3229 och x4 = 0.3226.

a=0.09; x3=0.3; x1=0.5-x3; x2=1.5-x3; x4=x3;
x=[x1 x2 x3 x4 0]’; dxnorm=1; iter=0;
while dxnorm>0.5e-6 & iter<7
xtot=sum(x) ;
f=[x(1)+x(3)+x(5)-0.5
x(2)+x(3)-x(5)-1.5
x(3)-x(4)-3*x(5)
x(4)*x(3)-x(1)*x(2)/2
x(5) *x(2) *xtot~2-a*x (1) *x(4)~3];
d=2*xtot*x(5)*x(2) ;
J=[ 1 0 1 0 1
0 1 1 0o -1
(O] 1 -1 -3
-x(2)/2 -x(1)/2 x(4) x(3) 0
d-a*x(4)"3 x(B)*xtot~"2+d d d-3*a*x(1)*x(4)"2 x(2)*xtot~2+d ];
dx=-J\f; x=x+dx; dxnorm=norm(dx,inf), iter=iter+1;
end, x
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Maxpunkten bestims av: 2z —aycosazy =0, z24+y?> —1—asinzy = 0.

Los med Newtons metod med punkten (0, 1.2) som startgissning dd a = 0.8. Ta

sedan successivt den berdknade maxpunkten som startgissning vid ndsta a-vérde.
Koordinaterna fér maximipunkten blir vid 6kande a-viarden: (0.3947, 1.0846),

(0.6691, 1.3433), (0.7261, 1.6445), (0.7032, 1.9024).

Det ar lampligt att ga over till poléra koordinater nér kurvorna ska berdknas och

ritas upp. Ekvationen blir d& 2 — 1 —a sin(% sin2p) = 0. L&t vinkeln ¢ stega

fran 0 till 27 och berdkna med t ex Newton-Raphsons metod det till ¢ hérande

r-vardet. Utnyttja det senast beréiknade resultatet som startgissning till r vid nésta

vinkelvérde.

n=60; dfi=2%pi/n; Fi=dfi*(0:n)’; c=[’yrgb’];
for nr=1:4 % fyra kurvor ska ritas
a=0.8*nr; fi=0; r=1; R=1;
for j=1:n
fi=fi+dfi; h=1;
while abs(h)>1e-10
f=r~2-1-a*sin(0.5%r~"2*sin(2*fi));
fprim=2*r-axr*sin(2*fi)*cos(0.5*r"2*sin(2*fi));
h=-f/fprim; r=r+h;
end, R=[R; r];
end
x=R.*cos(Fi); y=R.*sin(Fi); plot(x,y,c(nr)), hold on
end, axis equal

Ekvation: p; —p2+ R (n1—nz) =0, p1 = (a, P(a)) och pz = (b, P(b)) dér a och
b ar xz-koordinaterna for de bada tangeringspunkterna. Normalen till polynomet &r

n; = (—P'(a), 1)/+/1 + P'(a)? respektive ng = (—P'(b), 1)/+4/1 + P'(b)2. Om vi

betraktar vektorekvationens z- och y-koordinater var for sig far vi:

a—b+ R(—P'(a)/y/14 P'(a)?+ P'(b)//1+ P'(b)2) =0
P(a) — P(b)+ R(1/y/1+ P'(a)? —=1/4/1+ P'(b)> =0 }
Los med Newtons metod i den modifierade formen med approximationer till jaco-
bianens derivator: % ~ L(f(a+s, b) —f(a, b)), % ~ L(f(a, b+s) — f(a, b)) med
lagom litet s (i forhéllande till storheterna a och b). Vi véljer s =0.01 som visar
sig fungera bra.

Om programmet ska klara av att placera in en cirkel pa kurvans undersida
maste normalvektorerna byta tecken. Variabeln rikt har vérdet 1 om cirkeln ska
laggas pa ovansidan och —1 annars. Néar polynomkurvan &r uppritad och cirkelns
radie kind ar det 1att att finna vettiga startgissningar till cirkelns tangeringspunkter
med kurvan. Funktionen poly3 definierar polynomet och funktionen fcp definierar
ekvationens vénsterled.

function f=poly3(x)
f=x."3-6%x."2+11*x-6;
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function f=fcp(a,b)
global R rikt
pl=[a poly3(a)]’; p2=[b poly3(b)]’;
primi=3*a."~2-12xa+11; nl=[-priml 1]’/sqrt(l+primi~2);
prim2=3*b."~2-12xb+11; n2=[-prim2 1]’/sqrt(l+prim2-2);
f=pl-p2+rikt*R*(nl1-n2);

Foljande program légger cirklar med R=0.8 och R=0.5 ovanpa polynomkurvan
och en cirkel med R = 0.6 under kurvan.

global R rikt
x=0.5:0.1:3.5; plot(x,poly3(x)), axis equal, hold on
fi=0:pi/60:2%pi; farg=[’rgm’]; % till cirkelritningen
for i=1:3 % tre cirklar
if i==1, R=0.8; a=2; b=3.2; rikt=1; end
if i==2, R=0.5; a=2; b=3; rikt=1; end
if i==3, R=0.6; a=1; b=2; rikt=-1; end
x=[a b]’; dxnorm=1; iter=0; s=0.01;
while dxnorm>0.5e-4 & iter<10
f=fcp(a,b); J=[(fcp(ats,b)-f)/s (fcp(a,b+s)-f)/s];
dx=-J\f; x=x+dx;
dxnorm=norm(dx,inf); iter=iter+1;
a=x(1); b=x(2);
end, R, a, b, iter
Rita cirkel och tangeringspunkter
fa=poly3(a); fb=poly3(b); pa=[a fal’;
fprima=3*a.~2-12*%a+11;
ni=[-fprima 1]’/sqrt(1+fprima~2);
Q=patrikt*R*nl; xC=Q(1)+R*cos(fi); yC=Q(2)+R*sin(fi);
£il1(xC,yC,farg(i)), plot(xC,yC, [a bl,[fa fb],’*’)
end

%

B

Som startgissning till z-virdena tar vi —0.9, —0.7, —0.5. Vi vet att alla vikter &r
positiva och att summan av alla sju vikterna &r 2 (ur sambandet f6r p = 0), och
provar gissningarna wy 0.1, wo x 0.3, w3~ 0.4. Iterera med Newtons metod tills
parametrarna far tretton sékra decimaler. (De erhallna vérdena Gverensstdmmer
till trettonde decimalen med parametervirdena i g7k15-funktionen.)

w=[0.1 0.3 0.4]°; =x=[-0.9 -0.7 -0.5]?; c=[w; x]; dcnorm=1; iter=0;
while dcnorm>le-14 & iter<1b
F=[1; J=[1; wt=w’; xt=x’;
for p=2:2:12
f=sum(w.*x."p)-1/(p+1); F=[F; £f1;
jac=[xt."p p*wt.*xt.~(p-1)1; J=[J; jacl;
end
dc=-J\F; dcnorm=norm(dc,inf); c=c+dc; iter=iter+1l; w=c(1:3); x=c(4:6);
end
w4=2-2xsum(w) ; vikter=[w; w4; flipud(w)];
noder=[x; 0; -flipud(x)]; nodochvikt=[noder vikter]
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4 Minstakvadratmetoden

. 10 3 x 13 i T 1.197
a) Normalekvationer: ( 3 7 > (y) = ( 6) med l6sning < y) = (0'344).

1 1 1 —0.541

. . 3 2 1 1.197 0.262
Residualvektorn blir r = 9 1 5 ( 0.544 ) = 0115
2 2 -1 —0.050

Skalarprodukten (1, 2, 1, 2)-r = —0.002 och (1, 1, 2, —1)-r = 0.001. Avvikelsen
fran ortogonaliteten haller sig inom avrundningsfelens grénser.

10 0 O x 2 x 0.2
b) 0 10 © y | =1 12 | medI6sning | y | = | 1.2
0 0 10 z 4 z 0.4
3 2 1 2 —-0.6
. . 1 1 2 -1 0.2 —1.2
Residualvektorn blir r = — 1.2 | =
-1 2 -1 =2 04 0.6
-3 1 -2 1 ' ~1.2
2 1 2
. 1 2 -1
Ortogonaliteten: (0.6, —1.2, 0.6, —1.2) - 9 1 9 | = (0, 0, 0).
1 -2 1

Infor beteckningar for atomvikternas avvikelser fran de kinda heltalsviardena, alltsa
for kvéve: 14+ ¢1 - 0.001 och for syre: 16 4 co - 0.001. D& erhalls det 6verbestdmda
ekvationssystemet

11 6
21 a ) _| 13 . (10 15 ct \ _ [ 58
1 9 < o ) = 6 |- Normalekvatmner.( 15 31 ) < e ) = < 81 )
25 10
Losning (avrundad till en decimal): ¢; = 6.9, ¢o = —0.7, dvs atomvikten blir

for kvave 14.0069 och for syre 15.9993. (I en tabell 6ver atomvikten kan man lisa
14.0067 respektive 15.9994.)

a) Ansitt linjen y = ¢; 4+ cot. Vi far det Gverbestdmda systemet Ac ~ y déar

1 0 1
1 1 8 . . .
A= 13 ochy = THE Minstakvadratlosningen blir ¢; =1.8, co =4.1.
1 4 20
Residualvektorn blir r = y—Ac = (—0.8, 2.1, —3.1, 1.8)7 (heldragen linje).
1 1
N . o e . 1 8
b) Ansétt en horisontell rit linje y = c¢. I Acry dr A = 1 Yy=E1 0
1 20
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Normalekvationen AT Ac = ATy, blir 4c = 40 med lésningen ¢ = 10 (medelvirdet
av y-virdena). Residualvektor r = (=9, —2, 1, 10)7. (Streckad linje y = 10).
20

¢) Ansitt en rit linje genom origo: y = ct. 18

0 1 obo o ]
i . . 1 8 °
Det 6verbestédmda systemet blir TR 5
4 20 S
Minstakvadratlosningen ar ¢ = 4.6538. 0 1 2 3 4

r= (1, 3.34, —2.96, 1.38)T. (y = ct prickad.)

a) Ansétt linjen y = ¢1 + cox. I det 6verbestdmda ekvationssystemet Ac ~ y ar

1 2 3
1 4 6 . _— .

A = 17 och y = . Minstakvadratlosningen dr a = ¢; = 1.5690,
19 10

b=c3=0.8966 och felkvadratsumman r’r = 1.6897.

b) Lutningsvérdet 0.8966 har nirmaste heltalsgrannar 0 och 1. Lutningen 0 innebér
att linjen &r horisontell och placeras bést (i minstakvadratmetodens mening) pa en
héjd som utgdr medelvirdet av y-virdena, alltsa vid y = 6.5 med heltalsgrannarna 6
och 7. For linjen y =6 blir residualvektorn (—3,0, 1, 4)T med felkvadratsumman 26.
For linjen y =7 blir residualvektorn (=4, —1, 0, 3)7 med samma felkvadratsumma.
Om linjens lutning &r b=1 dvs storre &n det sanna virdet 0.8966 anar vi att bésta
heltalsviarde pa a ér ldgre d4n 1.5690 for att god anpassning ska fas. For linjerna
y=1-+x och y=2+ x blir felkvadratsumman 2 respektive 6. Linjen y = 1+ ger
alltsa den basta minstakvadratlosningen.

Med beteckningarna hy = Hq — Hp, ho = Hg — Hp, hy = Ho — Hp far vi
ekvationerna nedan som kan skrivas pa formen Ah = b.

hy ~ 5.95 1 0 0 5.95
ho ~ 4.80 0 1 0 L 4.80
hs ~1.73 1o o0 1 . ] 173
hy—hy ~1.16 (’ A=14, 4 o b= Zz b= 46
ho — hg ~ 3.17 0 1 -1 3 3.17
hy — hg ~ 4.25 1 0 -1 4.25

Minstakvadratlésningen ges av normalekvationerna ATAh = ATb, som blir

3 -1 -1 11.36
-1 3 -1 |h= 6.81
-1 -1 3 —5.69

med 16sningen (avrundad till tva decimaler): h; = 5.96, ho = 4.82, hg = 1.70.
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Sex ekvationer och tre obekanta leder till det 6verbestdmda systemet Ac ~ y, dér
¢ har komponenterna (hg, a1, az)”:

1 0 1 1.0
1 V32 1/2 L 1.6
1 V32 —1/2 o) | 14 A TA AT
1 0 1 Zl =~ 06 |- Normalekv: A Ac=A'y
1 —V3/2 —1/2 2 0.2
1 —V3/2 1/2 0.8
6 00 5.6 5.6/6 0.93
ATA=[03 0 |, ATy=| V3| =c=| v3/3 | =| 058
00 3 0.8 0.8/3 0.27

Residualvektorn: r =y — Ac = (—0.20, 0.03, 0.10, —0.07, —0.10, 0.23)T.
Tidvattenstandet beskrivs av H(t) = 0.93 + 0.58 sin(27t/12) + 0.27 cos(2nt/12).

a) Ansétt det linjara sambandet y = ¢1 + 2T, dér y &r ldngden och T &r tempera-

1 20.0 8.78
1 255 8.93
turen. Vi far Acry dir A=| 1 30.2 | ochy = | 9.06 |. Normalekvationer-
1 36.8 9.25
1 41.0 9.40

5 153.5 c 45.42

TAe— AT : 1\ _ .

na A"Ac = A'y, blir ( 153.5 4997.53> (CQ ) = ( 1402.727> med lGsning
c1\ _ ( 8.1866 o _ _ _

(CQ ) = (00292> y L()fCl 78.1866, )\7L1/L0762/Cl = 0.0036.

I normalekvationerna avrundas nu elementen till tre korrekta siffror, vilket ger

5 154 45.4
T T ina e :
ATA = ( 154 5000) och A'y = ( 1400) . Minstakvadratlosningen blir nu

c = (8.8785, 0.0065)T dvs Ly = ¢; = 8.8785, A = L1/Ly = cy/c; = 0.00073.
Inte en siffra blir ratt i A! Skillnaden beror pa att normalekvationerna &r illa-
konditionerade — konditionstalet f6r AT A ~ 20000.

Om vi avrundar till tva siffror i normalekvationerna erhalls ¢ = ( 6 0.1 )T och
Lo = 67 A= Ll/Lo = 62/61 = 0.017.

b) Ansitt i stéllet det linjara sambandet y = ¢1 + co(T — Tineq), dar Thpeq r me-

1 —-10.7 8.78
1 =52 8.93
deltemperaturen T),.q = 30.7. Nufarvi A=| 1 -0.5 och y=1 9.06
1 6.1 9.25
1 10.3 9.40

Normalekvationer: o 0 a)_ (4542 16sning ¢ = 9.0840
? "\ 0 285.08 e ) T\ 8333 ) 1O C={ (0292 )
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Lo =c1 — caTpeq = 8.1866, A = L1 /Ly = c3/Ly = 0.0036, dvs samma 16sning som
i uppgift a.

Elementen i normalekvationerna avrundade till tre siffror: ATA = ((5) 235 ) ,
454 9.0800
T _ 3 —
Aly = (8.33 , leder till ¢ = 0.0292

A= 1Li/Ly=ca/Lo =0.0036 (ingen kraftig noggrannhetsforlust som i uppgift a).
9.0000 ) svarande mot Ly = 8.1213,

svarande mot Ly = 8.1827 och

0.0286
A = 0.0035, ocksa godkint. Konditionstalet for AT A #r 58.

Avrundning till tva siffror ger 16sningen ¢ = (

Infér x =%logn och y = p,/n. Da giller a; + azx =~ y, eller med centrering
c1 + co(r — 3.5)=y. Med centrerade ansatsen far vi det 6verbestdmda systemet

n__ a="logn_y=pn/n 1 -15 5.41
100 2 541 1 —05 7.919
110000000 i 132;29 105 |7 104729
100000 5 12.99709 L 15 12.99709
. (40 _(36.799 c1 = 9.200
Normalekvationer: ( 0 5 ) c= (12.658) = { s — 25316

Residualvektorn blir (0.007, —0.015, 0.007, O.OOO)T.
Fér n = 4000 far vi y = ¢; + c2(1%log4000 — 3.5) = 9.458 och det fyratusende
primtalet bor ligga ndra 4000y =37832 (ritt primtal psooo =37813).

a) Ansétt polynomet pa centrerad form: P(x) = by + ba(z — 5) + bg(x — 5)2.
1 -5 25 0.0

1 —4 16 1.2

1 :? ‘11 3'2 8 0 92 12

1 1 b~ 2'5 . Normalekv: 0 92 0 b= 2.8 med
1 4 9.9 92 0 1796 70.8

1 4 16 1.4

1 5 25 0.3

16sning b = (2.5472, 0.0304, —0.0911).

b) Polynomansats P(x) = ¢ + cox + c322.

x=[0 134679 10]’; y=[0.0 1.2 2.0 2.4 2.5 2.2 1.4 0.3]’;
A=[ones(8,1) x x.72]; c=A\y, [x y Axc y-Axc]
X=(0:0.5:10)’; Aplot=[ones(size(X)) X X."2]; plot(x,y,’*’, X,Aplotxc)

a) Anpassa polynomet P(x) = ¢ + cox + c32? till mitdata enligt programmet.
Figuren visar att efter drygt sju flaskor sjunker IQ-virdet under nollnivan!
b) Resultatet blir den prickade kurvan, 6ldrickarens énskedrém.

1Q-variation
100

50

0 2 4 6 8
Antal flaskor 6l
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x=(0:5)?; 1ig=[107 105 100 91 75 60]’;
A=[ones(6,1) x x.72]; c=A\iq

X=0:0.1:8; IQ=c(1)+c(2)*X+c(3)*X."2;
plot(x,iq,’0’, X,IQ), hold on

A4=[A x.73 x.74]; c=A4\iq
IQ4=c(1)+c(2)*X+c(3)*X."2+c(4)*X."3+c(5)*X."4;
plot(X,IQ4,’:?)

Formeln kan skrivas a 4+ bv + c\/v~ (33— Thyq)/(33—T).
Det blir ett system med fem ekvationer och tre obekanta som loses med minsta-
kvadratmetoden. Uppritning sker av kurvorna Th,q(v) = 33— (a+bv+cy/v)(33-T)
for temperaturerna T'= —15, —10, ..., 20.

v=[2 5 8 11 14]°;

Thud=[0 -7.5 -12 -14.5 -16.5]7;

plot (v, Thud, %)

xlabel(’Vindstyrka v m/s’), hold on 1220

y=(33-Thud) /33; A=[ones(5,1) v sqrt(v)]; ” =15

p=A\y, r=y-Axp, a=p(1), b=p(2), c=p(3) <10
T=-5; v=7; Tu=33-(at+b*v+c*sqrt(v))*(33-T) m\*\'ﬁ\
plot(v,Tu,’0?) k

V=2:14; Y=a+b*V+c*sqrt(V);
for T=-15:5:20
Tu=33-Y*(33-T); plot(V,Tu) .
text (12,Tu(11)+1, [’T=" int2str(T)]) & symavms
end
Minstakvadratlosningen blir a =0.466, b= —0.043, c=0.439. Residualerna varierar
mellan —0.004 och 0.005. Nar termometern visar —5° och det blaser 7 m/s ar den
upplevda temperaturen —17°C.

Lat ¢; = Ty, ¢ = acos¢, cg =asing och w = 27/12.

t=(1:12)’; T=[-2.5 -3 -0.5 4 10 15 18 17 13 7.5 3 0.5]’;

w=2%pi/12; A=[ones(12,1) sin(wkt) cos(wkt)]; c=A\T

f=Axc; 1r=T-Axc; fkvsum=r’*r

tp=(0:0.2:12)’; Ap=[ones(size(tp)) sin(wxtp) cos(w*xtp)]l; Temp=Ap*c;
subplot(2,2,1), plot(t,T,’0’, tp,Temp), title(’Temp, 3 param.’)
subplot(2,2,2), plot(t,r,’x’, t,r,’:’), title(’Residualer, 3 param’)
a=sqrt(c(2)~2+c(3)"~2) % amplituden

fasv=atan(c(3)/c(2))+pi % c2 och c3 neg, vinkeln i kvadrant 3

Minstakvadratlosningen blir ¢y = Ty = 6.8333, co = —6.7669, c3 = —7.7609.
Felkvadratsumman ar 7.5243. Amplituden a = \/c% + c% = 10.30 och fasvinkeln
¢ blir 3.995 radianer. Ur residualkurvan (6vre hogra figuren) anar vi att modellen
kan forbéttras om vi lagger till termer av dubbla frekvensen, alltsa en term sin 2wt
och en term cos 2wt. Modellen har nu fem parametrar.

A=[A sin(2%wxt) cos(2*w*t)]; cc=A\T
f=Axcc; r=T-A*cc; fkvsum=r’*r
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Temp, 3 param. Residualer, 3 param

20 2
o
15 . «
X
10 X x
0 X, x
5 . % X
_ X

0 1 %

-5 -2
0 5 10 0 5 10

Temp, 5 param.

-5 -2

Ap=[Ap sin(2*wxtp) cos(2*wxtp)]; Temp=Ap*cc;
subplot(2,2,3), plot(t,T,’0’, tp,Temp), title(’Temp, 5 param.’)
subplot(2,2,4), plot(t,r,’x’, t,r,’:’), title(’Residualer, 5 param’)

Felkvadratsumman sjunker till 1.0243. Vi ser (i de undre figurerna) att alla residu-
aler dr betydligt mindre &dn tidigare och den nya temperaturkurvan har en riktigt
god anpassning till métdata. De tre forsta koefficienterna c1, ca, ¢3 dr oféréandrade
(forklara varfor!), ¢4 = 0.7217 och ¢5 = 0.7500.

Logaritmera sambandet: y = lnz = Inzg — kt = ¢; + cot. 1 det 6verbestdmda

10 In0.70
11 In0.61
ekvationssystemet Ac~y a&r A= 1 2 | och y=] In0.55
13 In0.45
1 4 In0.40

Minstakvadratlosningen blir (—0.3480, —0.1423)7. Aterga till ursprungsparamet-
rarna xog = et = 0.7061, k = —cy = 0.1423.

Fallet med ként zg = 0.70: Nu bestar matrisen bara av en kolumn med elementen
0, 1, 2, 3, 4 och hogerledselementen ar Inx; — In0.70. Losning: k = 0.1395.

Ansétt en potensfunktion ¢ = Cp®. Logaritmera: In g = In C+alnp. Infér z = Inp,
y=1Ingq, ¢c; =InC och ¢y = « s& erhalls den linjdra modellen ¢; + coz = y som ska
anpassas till de logaritmerade métvardena y; = Ing;. Bestdm minstakvadratlos-
ningen ¢p, ¢o och berdkna sedan C' = €', o = ¢9 och de anpassade flodesvardena
Cp®. Betrakta relativa avvikelsen fran métdata for att bedoma om modellen &ar
rimlig. Vi far ¢; = 3.4083, co = a = 0.4910, C = 30.21. Relativa avvikelsen visar
sig bli mindre &n tre procent s& modellen &r vl vald.

Logaritmering ger InTy + gln R = InT som &r det linjédra ersdttningsproblemet.
Losningen blir Ty = 1.0008 och ¢ = 1.5040, alltsa T'= 1.0008 - R!-504,

For R =1 (jordradien) erhalls omloppstiden 7" = 1.0008 ar, vilket stdmmer riktigt
bra. De sex relativa avvikelserna &r alla mindre dn 1.5 procent.
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a) Polynomanpassning med P(x) =c¢1 + cox + ... + cpp12™ for n =2, 3, 4, 5 gors
med minstakvadratmetoden pd Ac=y, dir matrisens kolumner byggs ut enligt
programmet. Fér n = 2 blir felkvadratsumman |y — Ac||3 = r’r = 0.3487; for
n = 3 blir den 0.0951; fjirdegradspolynomet har r’r = 0.0245 och femtegradspo-
lynomet har r’r = 0.0069.

b) Punkten P ligger pa avstandet 1 fr én Q i negativa tangentriktningen. Riktnings-
vektorn (normerad till 1) ar (1, f/(= \/ 14 f'(x)?. Allts& har P koordinaterna

(@ps Yp) = (z, y) = (1, f'(= /\/1+f/

x=(1:-0.05:0.05)?; y=log(l+sqrt(l-x."2))-log(x)-sqrt(1-x.72);
A=[ones(20,1) x]; D=ones(20,1);
for n=2:5
n, A=[A x."nl; c=A\y; poly=Axc; r=y-poly; kvadavv=r’*r
subplot(2,4,n-1), plot(x,poly, x,y,’.’, [0 0],[0 3],’-.?), hold on
% b) Normerad tangentriktning: (1,fprim)/sqrt(1+fprim~2)
D=[D n*x.~(n-1)]; fprim=D*c(2:n+1); s=sqrt(il+fprim.~2);
xP=x-1./s; ; yP=y-fprim./s; plot(xP,yP,’g’)

end
n=2 n=3 n=4
3 3 3
|
2 | 2 2
|
1t/ 1 1
|
I
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 051 0 051

I de fyra figurerna ar slipkurvans tjugo givna punkter markerade (just med punk-
ter). Polynomet dr den heldragna anpassade kurvan som ar hyfsad f6r n =2 och
ar riktigt bra approximation fér n=5, da summan av kvadraterna péa de vertikala
avvikelserna &r sa liten som 0.0069.

Den vénstra krokiga kurvan i varje figur visar P:s bana som avviker ganska mycket
fran den streckprickade raka fina y-axeln. Det beror pa att derivatan for slapkurvan
och polynomet inte Gverensstammer sérskilt val. Den mest acceptabla av de fyra
kurvorna ar vél den for fallet n=4.

Av modellen z = ¢1+cox+c3y bildas det 6verbestdmda ekvationssystemet Ac~z

1 30 50 —81.3
1 40 20 —63.5
dirA=11 10 30 ochz=| —57.0
1 20 10 —44.8
1 50 40 —80.7

Minstakvadratlésningen blir ¢; = —29.39, ¢o = —0.429, ¢3 = —0.773.
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For kortaste borrhal riacker det att undersdka modellens z-vérde i hérnpunkterna
(10, 10), (10, 50), (50, 10), (50, 50). Insdttning ger —41.4, —72.3, —58.6, —89.5.
Kalle ska alltsa borra i (10, 10).

1.2 2.3
) 1.5 2.9
a) ar+ay(T = 30) 2 y(T, ;) diryy =y(Tan) = | o | ve=| 4
2.3 4.2
1 -7
-2 ra (4 0 . (68 v (1238
A=11 2 ’AA’(O 106)"4“’(8.3)”43’2’(14.3)’
17

1.700
0.0783
3.200
0.1349

ATAa; = ATy = a; = ( ) , r; = (0.0481, —0.0434, —0.0566, 0.0519)7.

AT Aay = ATyy = ay = ( ) ry = (0.0443, —0.0302, —0.0698, 0.0557)7.

Q(T, zy) = 1.700 + 0.0783 (T — 30)
Q(T, ) = 3.200 + 0. 1349( — 30)
Q(T, z3) = 4.200 4 0.1434 (T' — 30) given i lydelsen
Q(T, z4) = 6.650 4 0.1783 (T' — 30) given i lydelsen

Anpassa andragradspolynom i z-led: Pi(z) = ¢1 + ca(z — 11) + cz(x — 11)2 till
= (1.700, 3.200, 4.200, 6.6500)” och P,(x) med samma ansats till
= (0.0783, 0.1349, 0.1434, 0.1783)7.

1 :f 2? 4 0 52
I matrisform: A = 1 11 ATA = 0 52 0
1 5 o5 52 0 1252

Losningen till AT Ac; = ATg; blir ¢; = (3.6802, 0.4952, 0.0198)7.
Losningen till AT Acy = ATgy blir co = (0.13960, 0.00978, —0.00045)7 .
Py(z) = 3.680 + 0.495(x—11) + 0.0198(x—11)% och

Py(2) = 0.140 4 0.00978(2—11) — 0.00045(x—11)2. Darmed ar

Q(T,z) = Pi(x) + Po(z)(T — 30) helt bestdmd.

b) Det blir ett system med sexton ekvationer och sex obekanta, Apisc X yig
déar vektorn yp;, innehaller kolumnerna i matrisen Y placerade under varandra.
Matrisen Ay, byggs upp enligt programmet.

x=[6 10 12 16]°; T=[23 28 32 37]’; ett=[1 1 1 1]7;
Y=[1.2

o W w
N OO N
~N N o o,
© O W

2.3
2.9
1.8 3.4
2.3 4.2
Ybig=Y(:);

Abig=[ett =x(D)*ett x(1)"2%xett T =x(1)*T =x(1)~2*T

1;
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ett x(2)*ett x(2)"2xett T =x(2)*T =x(2)~2*T

ett x(3)*ett x(3)"2xett T =x(3)*T =x(3)~2*T

ett x(4)*ett x(4)"2xett T x(4)*xT x(4)"2%T];
c=Abig\Ybig; ckoef=c’

Y e
% Annan ansats (samma som i uppgift a, men utan centrering):
A=[ones(4,1) TI1; % anpassa med rak linje i T-led
a=A\Y % alla Y-kolumner behandlas samtidigt

% Nu har vi Y(T,xvec)= gl+g2*T med gl och g2 vektorerna:
gl=a(l,:); gl=gl’; g2=a(2,:); g2=g2’;
Ax=[ones(4,1) x x.72]; % anpassa med andragradspolynom i x-led
cl=Ax\gl; c2=Ax\g2; ctot=[cl’ c2’]

Resultatet av de bada ansatserna blir
c = 1.3077 -0.5319 0.0334 -0.0227 0.0197 -0.0005
ctot = 1.3077 -0.5319 0.0334 -0.0227 0.0197 -0.0005

Resultatet visar att de bada ansatserna ger exakt samma koefficienter.
Q(T,z) = 1.3077 — 0.53192 + 0.0333522 — 0.022667 + 0.019722T — 0.00045222T.

Invertera och centrera det linjéra uttrycket kring medelvérdet 7,, = 1830.
y:l/B:KFTU—KFTzcl—i—CQ(T—Tm). .
Vid handrakning fas normalekvationerna ( g 99800 ) ( : ) = ( f;g: 1877 ) .
Losning: ¢; = 9.675- 10710, ¢y = —4.859 - 10712, Kp = —¢y = 4.859 - 10712,
To = (c1 — Thne2)/ Krp = 2029.1, alltsa redan ar 2029.

Ar 2000 beriiknas folkméingden vara B(2000) = 7.07 - 10%, alltsa sju miljarder.
B=2fasfor T =Ty — ﬁ = —1.03-10'" dvs en tidpunkt avsevért fore univer-
sums beréknade fodelse. Man kan inte extrapolera langt utanfor det intervall dar
modellen &r giltig.

For att se om modellen &r rimlig 6verhuvudtaget kan man berdkna relativa avvi-
kelsen mellan métdata och anpassade virden; alla ligger under tre procent.

Logaritmera: » =InR = Ink+ alnz 4+ Slny = ¢; + coglnx + cglny. Vi far ett
overbestdmt ekvationssystem Acar, dar matrisens férsta kolumn bestar av ettor,
kolumn tva av vérdena In z; och kolumn tre av vérdena In y;. Minstakvadratlosning:
c = (1.2018, 0.9968, 0.2051)7, vilket ger k = e = 3.326, o = ¢y = 0.9968 och
0 = c3 = 0.2051.

a) Logaritmera, y = Ink =Ina — E/RT = ¢1 + ¢/ T.

T=(700:100:1400)’; k=[4.61 5.59 6.50 7.34 8.12 8.83 9.49 10.10]°;
R=1.98717; A=[ones(size(T)) 1./T]; y=log(k); c=A\y
a=exp(c(1)), E=-c(2)*R, r=k-a*exp(-E./(R*T)); fkvsum=r’*r

Resultat: a = 22.057, E = 2181.4, felkvadratsumman &r 0.0019.
Storningsrakning: Goér 100 korningar dar k-vérdena stors, a och E sparas i vektorer
varefter max och min avléses.
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resa=[]; resE=[];
for i=1:100
kst=k+0.005% (2*rand(size(k))-1); yst=log(kst); c=A\yst;
a=exp(c(1)); E=-c(2)*R; resa=[resa al; resE=[resE E];
end
aint=[min(resa) max(resa)], Eint=[min(resE) max(resE)]

Var korning gav a i intervallet [22.02, 22.09] och E i intervallet [2178, 2185].
Resultatet beror forstas pa vilka slumptal som genererats.

b) Logaritmera, y =Ink =Ilna+bInT — E/RT =c¢; + coInT + ¢3/T.

A=[ones(size(T)) log(T) 1./T]; c=A\y
a=exp(c(1)), b=c(2), E=-c(3)*R, r=k-a*T."b.*exp(-E./(R*T)); fkvsum=r’*r

Resultat: @ = 10.996, b = 0.0881, FE = 2011.7 och felkvadratsumman 1.52 - 1075,
Storningsrakning utfors p4 samma sétt som tidigare. Vi far resultatet att a ligger
i intervallet [9.4, 12.7], b i intervallet [0.07, 0.11] och E i [1970, 2050]. Den
procentuella osékerheten dr mycket storre &n i uppgift a. Anledningen till detta &r
att konditionstalet for matrisen A dr storre i treparametermodellen och 16sningen
blir dirigenom mer storningskinslig.

a) Omskrivning ger foljande samband for de tolv méatpunkterna:

Ti 4+ cTic08 9 & a+ bsing; = a+bsing; + c(—r;cos 1) R T
Infor vektorn p med komponenterna a, b, c. Det blir ett Gverbestdmt linjart system
Ap ~ b dar A:s forsta kolumn &r ettor, andra utgors av sing; och tredje av

—r; cos ;. Minstakvadratlosning: a = 1.1986, b = 0.7411, ¢ = —0.6422.

b) Ickelinjért dverbestdmt ekvationssystem f(p)~0 med f(p) = % —r(p).

Los med Gauss-Newtons metod. Jacobianen J far tolv rader och tre kolumner, se
koden nedan. Som startgissning till vektorn p anvénds lésningen till det linjira
problemet.

Minstakvadratmetoden anvénds i varje iteration for att 16sa det 6verbestdmda
systemet Jop ~ —f. I MATLAB gors det med dp = —J\f. Uppdatera p-vektorn.
Iterera tills bésta mojliga anpassning erhalls, det &r nér |||y blivit s& liten som
mojligt. Skriv ut ||f||2 1 varje iteration (redan efter tre iterationer har ||f||y sjunkit
till virdet 0.1116, som sedan inte &ndras). Resultatet blir a = 1.2176, b = 0.7296,
¢ = —0.6326.

£fi=(0:pi/6:11%pi/6)7;
r=[3.3 3.5 2.7 2.0 1.4 1.0 0.7 0.5 0.4 0.5 0.9 1.9]’;
polar(fi,r,’0’), hold on
p=-.. % Ta p-vektorn i uppgift a) som startvektor!
for iter=1:4
g=1./(1+p(3)*cos(fi)); F=(p(1)+p(2)*sin(fi)).*g;
f=F-r; fnorm=norm(f)
J=[g sin(fi).*g -F.xg.*cos(fi)]; dp=-J\f; p=p+dp;
end, p
v=0:2%pi/90:2%pi;
R=(p(1)+p(2)*sin(v))./(1+p(3)*cos(v)); polar(v,R,’--’)
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a
b
lumner, exp (0.5¢) och exp (—(¢ — 3)?), med de atta givna t-viirdena. Minstakvadrat-
16sningen blir a = 6.388 och b = 47.25.

a) Det blir ett linjért 6verbestamt system Acay dir ¢ = ( ) och A har tva ko-

b) Nu har vi ett ickelinjirt Gverbestdmt system som skrivs pa formen f(p)~0 och
16ses med Gauss-Newtons metod. p har nu fyra komponenter, a, b, ¢, tg. Eukli-
diska normen ||f||2 ska minimeras, skriv ut dess vérde i varje iteration. (Enklaste
programmering ar att gora ett fixt antal iterationer och studera resultatutskriften
for att avgoéra om min ||f]|2 natts.) Goda startgissningar beh6vs; vi hamtar a och b
fran den linjdra modellen och utnyttjar ¢=~0.5, to~3.

Vi har atta samband f;~0 med f;=ae® + be—(ti—t0)* _ y;. Jacobianen J blir en
8 x 4 matris: kolumn ett innehaller e, kolumn tvéa e_(ti_tf’)Q7 kolumn tre at;ed%
och kolumn fyra 2b(t; — to)e*(tﬁtoy. I varje iteration 16ser man ett Gverbestamt
system J dp =~ —f med minstakvadratmetoden.

t=[0 1 2.5 3 3.5456]>; y=[4 854 76 78 66 75 130]’;
A=[exp(0.5%t) exp(-(t-3).72)]1; c=A\y; a=c(1), b=c(2) % linj.modell
F=A*c; r=y-A*c
T=(0:0.1:6)’; F=axexp(0.5*T)+bxexp(-(T-3).72);
stem(t,y), hold on, plot(T,F)
g=0.5; t0=3; p=[a b q t0]’; % startgissning till ickelinj.modellen
for iter=1:5
gl=exp(q*t); g2=exp(-(t-t0)."2);
f=a*xgl+bxg2-y; fnorm=norm(f), J=[gl g2 axt.*gl 2%b*(t-t0).*g2];
dp=-J\f; p=p+dp; a=p(1); b=p(2); g=p(3); tO=p(4);
end
a,b,q,t0, F=a*xexp(q*T)+bxexp(-(T-t0)."2); plot(T,F,’--’)

Resultat: fnorm = ||f||2 antar successivt viardena: 9.0232, 13.9149, 0.7705, 0.5234,
0.5234, dvs minimum har natts. Parametrarna blir a = 4.1641, b = 53.7795,
q=0.5735, to = 3.1238.

Pricka in de fyra punkterna i en figur och skissa en ellips genom dem. R adr medel-
radien, R~ 30. E &r excentriciteten (cirkeln har £'=0), gissningsvis F~0.3, och
o ar fasvinkeln (storaxelns vinkel med z-axeln), vi gissar ¢ = 45°.

£i=[0 pi/2 pi 3*pi/2]’; r=[68 40 22 28]7;

R=30; E=0.3; fi0=pi/4; p=[R E £i0]’; 40

for iter=1:6 20
g=1./(1-E*cos(fi-£i0));
F=R.*g; f=F-r; fnorm=norm(f)
J=[g R*cos(fi-fi0).*g."2 R*Exsin(fi-fi0).xg."2]; -20
dp=-J\f; p=p+dp; 20 0 2 40 e
R=p(1); E=p(2); £i0=p(3);

end, R, E, fiO

0
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Vi utnyttjar Gauss-Newtons metod for att bestdmma w och b,
men i den modifierade formen da jacobianens derivator ersétts o2

av differenskvoter: 01
Of Fw+s,b)—Fw,b) 9f Fw,b+s)—F(w,b) 0
au)hd S ’ ab - S ’ -0.1
dar s viljs lagom litet (vi har hir valt s=0.001). 02 5 P s

t=[0.8 1.7 2.5 3.3 4.1]°; y=[0.12 -0.09 0.06 -0.05 0.032]’;
a=-0.17; s=0.001;
w=2%pi/(t(3)-t (1)), b=(log(y(1))-log(y(3)))*w/(2*pi), c=[w bl’;
for iter=1:4
F=axexp(-b*t) .*(cos(wxt)+b/wksin(wxt)); f=F-y; fnorm=norm(f)
ws=w+s; Fw=axexp(-b*t).*(cos(wsxt)+b/ws*sin(ws*t));
bs=b+s; Fb=axexp(-bs*t).*(cos(wxt)+bs/wxsin(w*t));
J=[(Fw-F)/s (Fb-F)/s]; dc=-J\f; c=ctdc; w=c(1); b=c(2);
end, w, b
T=0:0.01:6; F=a*exp(-b*T).*(cos(w*T)+b/wksin(w*T)); plot(t,y,’o’, T,F)

Efter fyra iterationer har ||f||2 stabiliserats vid sitt minimum pé 0.0064.
Resultat: w = 3.7721, b= 0.3903.

Modellen #r ickelinjir i parametrarna, F(t) = a/(1 + be~) = a/g(t). For Gauss-
Newtons metod behdvs Jacobianen J = (1/g, —ae~/g?, abte=t/g?).
Startgissning a = 0.61. For att fa startgissningar till b och ¢ 16ser vi systemet

= = 0.19 } be 3¢ = 5% — 1 } e g1
= = 0.51 be ¢ = 5% — 1 eb gL —1
Logaritmera! —3c+5c=1In(5% —1) —In (ﬁ -1)
=c=3(In(5% —1)—In(5%—1)) och b=e(5% — 1) o6 <
04
t=(1:8)7;
y=[0.03 0.09 0.19 0.40 0.51 0.55 0.60 0.61]’; 0.2
a=0.61; ¢=0.5%(log(a/0.19-1)-log(a/0.51-1));
b=(a/0.19-1)*exp(3*c); p=[a b cl’; 0 2 : P 3
for iter=1:5 % 5 iter. i Gauss-Newton

g=1+b*exp(-c*t); f=a./g-y; Q=f’*f
J=[1./g -a*exp(-c*t)./g."2 axb*t.*xexp(-c*t)./g."2];
p=p-J\f; a=p(1); b=p(2); c=p(3);

end

a,b,c, F=a./g; resultat=[t y F f]

tp=0:0.1:8; yp=a./(l+b*exp(-c*tp)); plot(tp,yp, t,y,’*’)

Felkvadratsumman @ = fTf blir successivt 0.0021, 0.0014, 0.0013, 0.0013, 0.0013
och har alltsd natt minimum redan efter tre iterationer. Logistfunktionens para-
metrar blir ¢ = 0.6029, b = 67.930, ¢ = 1.1911.
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. . . .. . . .. 3 .
Tillimpa gyllenesnittetminimering av L(u) for u i intervallet T < u < 2t

R=4; Q1=[0 10]’; Q2=[10 10]’; r=(sqrt(5)-1)/2; qg=1-r;
a=pi/4; b=3%pi/4; iter=0;
ul=a+q*(b-a); P=[8+R*cos(ul) 3+R*sin(ul)]’; Lil=norm(Q1-P)+norm(Q2-P);
u2=a+r*(b-a); P=[8+R*cos(u2) 3+R*sin(u2)]’; L2=norm(Q1-P)+norm(Q2-P);
while b-a>0.0005
if L1<L2
b=u2; u2=ul; L2=L1; ul=atqg*(b-a);
P=[8+R*cos(ul) 3+R#*sin(ul)]’; Li=norm(Q1-P)+norm(Q2-P);
else
a=ul; ul=u2; L1=L2; u2=a+r*x(b-a);
P=[8+R*cos(u2) 3+R*sin(u2)]’; L2=norm(Q1-P)+norm(Q2-P);
end, iter=iter+1;
end, iter, u=(ul+u2)/2, L=(L1+L2)/2, P=[8+R*cos(u) 3+R*sin(u)]’

Kortaste snére med lingden L = 11.9943 fas for vinkeln v = 1.7813, d& har P
koordinaterna (7.164, 6.912).

Lat punkten Q ha de okénda koordinaterna (c, ¢). Det giller att minimera lingden

L(e) = i IIPi = Qlla = 320 V(@i — 2 + (g — 02 ®
Lamplig metod &r gyllenesnittetminimering fér da slipper 8
vi derivera uttrycket for L(c). 6
(En alternativ metod dr att bilda L’(c¢) och 16s ekvationen 4
L’(¢) = 0 med sekantmetoden.) 2
De nio punkterna klickas in med ginput. 5 S I

plot ([0 10],[0 10],’:?), axis equal, hold on

P=[1;

for i=1:9, [x,yl=ginput(1); plot(x,y,’0’); P=[P; x y]; end
X=P(:,1); Y=P(:,2);

r=(sqrt(5)-1)/2; qg=1-r; a=0; b=10;

cl=at+g*(b-a); Li=sum(sqrt((X-c1). 2+(Y-c1).72));
c2=a+r*(b-a); L2=sum(sqrt((X-c2)."2+(Y-c2).72));

while b-a>0.0001

if L1<L2

b=c2; c2=cl; L2=L1; cl=a+g*(b-a); Li=sum(sqrt((X-c1)."2+(Y-c1).72));
else

a=cl; cl=c2; L1=L2; c2=a+r*(b-a); L2=sum(sqrt((X-c2).~2+(¥-c2)."2));
end

end, c=(cl+c2)/2, L=(L1+L2)/2, plot(c,c,’+?)
for i=1:9, plot([X(i) c],[Y(i) c]), end

Gyllenesnittetminimeringen av L(c) och sekantmetoden pa L'(¢) = 0 leder fram

till samma c-viarde med fyra korrekta decimaler, vilket &r en bra kontroll pa att
algoritmerna ar korrekta.
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5 Interpolation

Linjéar interpolation med 77 = —10, T, = =5: y(T) = 1.95+ 581511135 (T+10) =
1.95 + 0.212(T+10); P(—8) =~ y(—8) =1.95+0.212-2 = 2.374 ~ 2.37.
Kvadratisk interpolation med 77 = —10, T3 = —5, T3 = 0 och Newtons ansats

P(T) = c1 + c2(T+10) 4 ¢3(T+10)(T+5) ger sambanden

c1 =195 c1 =195
c1 4+ 5ca = 3.01 = ¢ c2=0.212
c1 + 10cg + 50c3 = 4.58 c3 = 0.51/50 = 0.0102

P(—8) =1.95+0.212- 2+ 0.0102 - 2 - (—3) = 2.374 — 0.061 = 2.313 ~ 2.31.
Kvadratisk interpolation med Ty = —10, T = —5, T3 = —15 och Newtons ansats
P(T) = ¢1 + co(T+10) 4+ ¢3(T+10)(T+5) ger samma c¢; och ¢ men nytt cs,
for insdttning av T35 = —15 ger 1.95 + 0.212(=5) + ¢3(—5)(—10) = 1.24 = ¢3 =
0.35/50 = 0.0070. P(—8) = 1.95 + 0.212 -2 + 0.0070 - 2 - (—3) = 2.374 — 0.42 =
2.332 = 2.33. Resultaten vid kvadratisk interpolation skiljer sig 0.02 fran varandra
s& lampligt svar ar: Angtrycket vid —8°C' &r 2.32 4+ 0.02.

a) Med Newtons ansats P(z) = ¢1 + co(z—1.6) + c3(x—1.6)(z—2.4), ar derivatan
P'(z) = co+c3(x—2.442—1.6). Sambanden P(1.6)=4.4, P(2.4)=04, P(3.2)=2.0
leder till ¢; =4.4, o =—5, ¢3=35/8, polynomet blir Pr(z) = 4.4 — 5(xz—1.6) +
35/8(2—1.6)(2—2.4), och dess derivata vid z=2.4 : P;(2.4) = —5+35/8-0.8 = —1.5.
Med P(2.4)=5.2 blir koefficienterna ¢; =4.4, co=1, cg3=-25/8, allts& Prr(x) =
4.442—-1.6—25/8(2—1.6)(z—2.4). Derivatan vid z = 2.4 : P[;(2.4) =1-25/8-0.8 =
—1.5, dvs samma som ovan.

b) Lat punkterna vara (x1, y1), (z1+h, y2), (x142h, y3) : P(z) = c1 +co(z—2x1) +
c3(x—x1)(z—z1—h). De tre interpolationssambanden ger ¢1 =y, c2 = (y2 —y1)/h,
2h%c3 = ys—y1—2(y2—1), dvs c3 = 35 (ys — 2y + 11).

Derivatan P'(z) = ca + c3(x — 31 —h+2 —21) = P'(z1+h) = co+csh = +(y2 —
Y1) + 3-(y3 — 2y2 + 1) = 5-(y3 — y1). Derivatan i intervallets mittpunkt &r alltsa
oberoende av y-virdet dir och &r lika med centraldifferenskvoten %(yd —y) =

gz:zll , vilket &r lutningen for den réta linjen genom (x1, y1) och (z3, y3).

P(z) = c1+ca(z—1)+c3(a—1)(z—3)+cq(x—1)(z—3) (z—4). Interpolationssambanden
leder till ekvationssystemet

01:3 01:3
c1+2c0=3 co=0
c1+3co+3-1cg=0 c3=—-1"
ci4+4co+4-2c3+4-2-1cy =11 cy =2

P(x)=3—(z=1)(z=3) + 2(z—1)(x—3)(z—4); P(7) =123.

Ansétt Q(z) = P(x) + cs(z—1)(z—3)(x —4)(z—5), for da giller Q(z;) = P(z;)
for ; = 1,3,4,5. Q(7) = P(7) +¢5-6-4-3-2; c5 = (6 —123)/144 = —HT.
Q(z) =3 — (z—1)(z—3) + 2(z—1)(z—3)(z—4) — B (2—1)(z—3)(z—4)(z—5).
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En enhets éndring i y-virdet vid o =7 forédndrar cs-virdet som nu bestams av
Q) £1=P(7)+c5-6-4-3-2, alltsa c5 = (6+£1—123)/144 = —HT + L.
Hogstagradskoefficienten paverkas alltsa med i1}1_4'

n=5; x=[1 345 7]’; y=[3 30 11 6]7; 20
A=[ones(5,1) x x.72 x.73 x.74]; c=A\y 15
X=(1:0.1:7); 10
Q=[ones(size(X)) X X."2 X."3 X."4]xc; 5
plot(x,y,’0’, X,Q) 0

Betrakta i tur och ordning Stockholm, Harnosand, Lulea, Gétfebofg, de thest natlig-
gande tabellorterna till Hudiksvall. Lat y vara dagens lingd minus arton timmar,
raknad i minuter. z-virdena ordnas alltsé 59.3, 62.6, 65.6, 57.7, och tillhérande
y-varden ar 31, 116, 274, 0. Forst provar vi kvadratisk interpolation med ansatsen
Py(x) = 1 + c2(x—59.3) + c3(x—59.3)(x —62.6).

Stockholm: c =31

Harnésand: c1+ 3.3ca =116 = co = 25.76

Lulea: c1+6.3co+6.3-3.0c3 =274 = c3=4.27
Kvadratisk interpolation ger fér Hudiksvall P»(61.7) = 83.6 ~ 84 min utdver 18
tim, dvs 19 tim 24 min. Om vi tar med Gd&teborg ocksa, far vi utéka polynomet
med en tredjegradsterm: P3(x) = Po(x) + ca(r —59.3)(z — 62.2)(x — 65.6). Ur
sambandet P5(57.7) = 0 (for Goteborg) erhalls ¢4 = 0.376. For Hudiksvalls del
galler: P5(61.7) = P»(61.7) + 3.2 = 83.6 + 3.2 & 87 min utdver 18 tim.
Svar: Vid sommarsolstandet dr dagens langd i Hudiksvall 19 tim 27min (med nagon
minuts osékerhet).

a) Ansitt P(z) = ¢1 + co(x — 1) + c3(x — x1)(z — 22). Los ekv P/ =0

co + ¢3(2x — 21 — x2) = 0 med 16sningen: x = %(951 + x9) — 2%3

b) Lat y vara dagens langd (i minuter) utéver 20 timmar, da galler y(1) = 56,
y(16) = 114, y(31) = 121. Med P(x) = ¢1 + co(z — 1) + c3(z — 1)(z — 16) erhalls
€1 =56, c2=88/15, c3=-111/450. Maximum erhalls for = = % 17+ % =204
alltsd den 20 juni. Dagens lingd i Tarnaby blir P(20.4) ~ 149 min utéver 20 tim,

alltsa 22 tim 29 min vid sommarsolstandet.

Andragradspolynom i y vid fixt z;: ¢1 + coy + c3y? = 2(x,y), leder till féljande
tre ekvationer:

1+ 0.5¢2 + 0.5%c3 = z(x;, 0.5) 1 05 052 1+ a3
e1+1leg+1%2¢c5 = 2z(y, 1) = |1 1 12 |c=| 1-1.5xz+25z?
c1+2cy+2%c3 = z(xy, 2) 1 2 22 1 4 sin T

Det dr ménga olika hogerledsvektorer (en kolumn for varje 2;) men samma system-
matris. Samtidig 16sning kan goras, och resultatet d4r matrisen C vars forsta kolumn
ar koefficienterna i andragradspolynomet vid 21 = 0. Kolumn tva i C &r koefficien-
terna i andragradspolynomet vid x9 = dx, osv. Nér koefficienterna &r kidnda kan
varje polynom berdknas med litet steg i y-led (de olika kolumnerna i matrisen Z i
MATLAB-koden).
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y=[0.5 1 2]’; dx=0.2; dy=0.25;
for j=1:2
x=0:dx:1; 2z1=1+x."3; 22=1-1.5%x+2.5%x.72; 2z3=1+sin(pi/2*x);

subplot(2,2,j); £i113([0 0 1 1],[0.5 2 2 0.5],[0 0 0 0],’c’) % golvet

hold on, axis([0 1 0.5 2 0 2])

for k=1:3, plot3([0 0 1 1],y(k)*[1 1 1 1]1,[1 0 0 2]1), end % stolpar

zmat=[z1; z2; z3];

A=[ones(3,1) y y."2]; C=A\zmat % kvadr.interpol. vid fixt x

yy=(0.5:dy:2)?; Z=[ones(size(yy)) yy yy. 2]1*C;

X=ones(size(yy))*x; Y=yy*ones(size(x)); surf(X,Y,Z) % rymdytan

dx=dx/2; dy=dy/2; % ny berdkning med finare indelning
end

Naiva ansatsen anvénds for fjairdegradspolynomen i uppgifterna a, b och c.

u=[70 85 85 50 30 25 25 30 60 65]7;
m=(0:45)’; M=[ones(46,1) m m."2 m."3 m."4];

% a) Interpolera genom varannan punkt: (0, 10, ...) minuter
x=(0:10:40)’; y=u(1:2:9); A=[ones(5,1) x x.72 x.73 x.74]; ca=A\y
Pa=M#ca; PSminut=Pa(6), P5diff=u(2)-P5minut

% b) Interpolera genom varannan punkt: (5, 15, ...) minuter
x=(5:10:45)’; y=u(2:2:10); A=[ones(5,1) x x.72 x.73 x.74]; cb=A\y
Pb=M#cb; POminut=Pb(1), POdiff=u(1)-POminut

% c¢) Minstakvadratmetoden
x=(0:5:45)’; A=[ones(10,1) x x.72 x.73 x.74]; cc=A\u
Pc=M*cc; residual=u-A*cc
subplot(2,2,1), plot(x,u,’*’, m,Pa, m,Pb,’--?, m,Pc,’:?)
axis([0 45 0 100]), title(’0lika 4:egradspolynom’)

% d) Naturliga kubiska splines (ekvidistanta fallet)
h=5; du=diff(u);
dia=[2; 4*ones(8,1); 2]; p=ones(9,1);
b=3/h*[du(1); du(1:8)+du(2:9); du(9)]; k=tridia(dia,p,p,b);
g=h*k(1:9)-du; c=2*du-h*(k(1:9)+k(2:10));
dt=0.2; t=(dt:dt:1)’; Ps=u(l);
for i=1:9
s=u(i)+t*du(i)+t.*(1-t) *g(i)+t. 2. x(1-t)*c(i); Ps=[Ps; s];
end
subplot(2,2,2), plot(x,u,’*’, m,Ps), axis([0 45 0 100]); hold on
title(’Nat.splines och matlabsplines’)
yspl=spline(x,u,m); plot(m,yspl,’--’) % matlabsplines

Olika 4:egradspolynom Nat.splines och matlabsplines

% | a) Pbminut= 98.8, P5diff = —13.8.
* b) POminut= 94.5, P0Odiff= —24.5.
c¢) Residualer fran —6.8 till 7.1.

20
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Hermiteinterpolera, intervall 0 <2 <1 och 1 <z <2 med hy = hy = h = 1.
yp = erf(0) =0, yo = erf(1) = 0.8427, y3 = erf(2) = 0.9953.

Derivatan y(z) = 2¢77" /T ki = 2/y/7 = 11284, ky = 2e71/\/7 = 0.4151,
ks = 26_4/ﬁ = 0.0207. Vi behdver Ay; = yo — y1 = 0.8427, Ay, = 0.1526,
g1 = hk1—Ay, = 0.2857, go = hka—Ays = 0.2625, ¢; = 2Ay1—h(k‘1+k2) =0.1419,
co = 2Ayy — h(kg + ]Cg,) = —0.1306.

Sétt in 1 Hermites interpolationsformel med den lokala variabeln ¢ (0 <¢ <1).
(0<z<1): P(x) =P(0+1-t) = s1(t) = 0.8427t+0.2857t(1 1) +0.1419¢% (1 —¢).
(1<z<2): P(1+1-t) = so(t) = 0.8427+0.1526¢+0.2625¢(1—1) —0.1306t2 (1 —¢).

Polynomvérdet for = 0.6 erhalls som $1(0.6) = 0.5946; *
avvikelse fran erf(0.6) ar 0.0093. Polynomvérdet for o = 1.4 s
erhélls som s2(0.4) = 0.9542; avvikelse fran erf(1.4) & —0.0019.

Battersea—Chelsea:

0<t<1 z(t) =74+ 54¢
T oy(t) =4.2- 1.8t

Chelsea—Vauxhall-Westminster—Waterloo: Har gor vi en tabell for att under-

litta inséttningen i Hermites formel: y(z;+t-h;) = y; +t Ay, +t(1—t)g; +12(1—t)c;,

dar g; = hik; — Ay; och ¢; = 2Ay; — hl(ka + ki+1)-

} Linjens lutning k1 = Z4& = —1.

T y h Ay k g c
128 [ 24 | 48 | —-1.8 | —-1/3 | 0.2 | —3.6
176 | 06 | 3.9 | 34 1/ —-2.1 1.6
215 1 4.0| 25| 2.0 1 0.5 1.5
24.0 | 6.0 0

Chelsea—Vauxhall: 2(t) = 12.8 + 4.8t; y(t) = 2.4 — 1.8t + 0.2t(1—t) — 3.6t2(1—¢)
Vauxhall-Westminster: z(t) = 17.6 + 3.9¢; y(¢t) = 0.6 + 3.4t — 2.1¢(1—¢) + 1.6¢t2(1—¢)
Westminster-Waterloo: z(t) = 21.5 + 2.5¢; y(¢) = 4.0 + 2.0t + 0.5¢(1—¢) + 1.5¢2(1—¢)

Waterloo-Tower Bridge: Foér handridkning anvénder vi Newtons ansats P(z) =
c1+ co(x—24) + es(x—24) (x—27.1) + c4(x—24) (z—27.1)(2—30.2) vars koefficienter
dr lattberdknade och blir ¢ = 6, co = —0.41935, ¢3 = —0.083247, ¢4 = 0.007441.
Derivatan: P'(x) = cg + c3(x—27.142—24) + c4((x—27.1)(x—30.2) + (z—24)(z—
30.2) + (z—24)(z—27.1)). Lutningen vid Waterloo blir: P'(24) = ¢y — 3.1c3 +
(—3.1)(—6.2)cy = —0.0183, god approximation till noll-lutning (6stlig riktning).

Themsen i London

Ryggen byggs upp av tva tredjegradspolynom. Eftersom lutningarna i punkterna
ar kiinda anvénds hermiteinterpolation. For avsnittet fran A till B géller h = 3,
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Ay= -1, g=hka—Ay =285, c=2Ay — h(ka+kp) = —9.5.

Polynomet uttryckt i den lokala variabeln ¢ som l6per mellan 0 och 1 blir y(0+3t) =
6 —t+8.5t(1 —t) — 9.5¢%(1 — ¢). Kammen kan designas med en cosinuskurva som
gar fran andra intervallets mitt (¢=0.5) till ¢=0.9.

Bukkurvan byggs upp av fyra styckvisa tredjegradspolynom. De okdnda lutningar-
na bestdms av splinevillkoren genom ett tridiagonalt ekvationssystem. Observera
att andvillkoret vid nébben gor att sista (femte) raden i ekvationssystemet modi-
fieras till k5 = 0. Nar k-virdena ar berdknade utnyttjas hermiteinterpolation.

Ett 6ga laggs in och slutligen far vi klicka in placeringen av tuppens ben varefter
ett ben med fot ritas.

% Ryggen av hermiteinterpolation med k&nda lutningar
x=[0 3 6]’; y=[6 5 6]’; k=[2.5 0 -1.5]"; % ryggdata
plot(x,y,’+’), axis equal, axis square, hold on
h=diff(x); dy=diff(y); g=h.*k(1:2)-dy; c=2*dy-h.*(k(1:2)+k(2:3));
t=(0:0.01:1);
for i=1:2

X=x(1)+t*h(i); Y=y(1)+txdy(i)+t.*(1-t)*xg(i)+t. 2. %(1-t)*c(i); plot(X,Y)

end

% Rita kammen som en cosinuskurva
tk=(0.5:0.01:0.9)’; Xkam=x(2)+tk*h(2); % kamplacering
ykam=y (2) +tk*dy (2) +tk.* (1-tk) *g(2) +tk."2 .*x(1-tk)*c(2);
Ykam=ykam+0.2% (1-cos (25%pi*(tk-0.5))); plot(Xkam,Ykam,’r’)

% Buken av kubiska splines
n=5; x=[01246]’; y=[3 4 3 2 6]’; plot(x,y,’x’) % bukdata
h=diff(x); dy=diff(y);
ha=h(1:n-2); hb=h(2:n-1);
dia=[2#h(1); 2*(ha+hb); 1]; sup=[h(1); hal; sub=[hb; 0];
b=3*[dy(1); ha.*dy(2:n-1)./hb+hb.*dy(1:n-2)./ha; 0];
k=tridia(dia,sup,sub,b);
g=h.*k(1:n-1)-dy; c=2*dy-h.*(k(1:n-1)+k(2:n));
for i=1:4
X=x(D)+t*h(i); Y=y(L)+txdy(i)+t.*x(1-t)*g(i)+t. 2. %(1-t)*c(i); plot(X,Y)
if i==1 | i==
for j=1:5, plot(X,Y+0.5%j,’g--’), end I fem parallellflyttade kurvor
end
end
xeye=5.5; yeye=6.2; plot(xeye,yeye,’0’)
disp(’Klicka benplacering’), [x,yl=ginput(1); plot(x,y,’*’)
plot([x x x+0.5 x x-0.3],[y 0.1 0 0.1 0.1],°r-?)

Légg origo vid mittersta hallarens fiste ovanfor fonstret. P4 grund av symmetrin
ricker det att betrakta halva stangen. Data: y(0) = y; = 15, y(30) = y2 = 15,
y(60) = y3 = 5, h = 30 (ekvidistanta data). Av symmetriskal géller ¢'(0) = k1 = 0.
Derivatorna ks och k3 &r inte kinda men bestdms av foljande splinessamband:

For inre punkter géller i ekvidistanta fallet k;_q +4k;+k;+1 = %(Ayi_1+Ayi) alltsa
ki + 4ko + k3 = %(Ayl + Ays). Vid ytterpunkten géller naturliga splinesvillkoret
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kn—1+2k, = %Ayn,l, alltsa ko +2ks = %Ayg. Med insatt Ay; = 0 och Ays = —10
far vi 4ky 4+ ks = —1 och ko +2ks = —1 som har 16sningen ko = —% och k3 = —%.
Hermites interpolationsformel ger:

P(04+30t) = s1(t) = 15+0-t4+0-t(1-t) +(2-0—-30(0— 1))t2(1-t) = 154+ L¢2(1—¢),
P(30430¢) = so(t) = 15 — 10t + Lt(1—t) + 2¢2(1—¢).

Undersok var det forsta polynomet har maximum och hur stort maxvérdet &r.
Derivatan s}(t) = 32(2¢t — 3t?) = 0 for t = 2 (och t = 0). Maxvéirdet &r s1(3) =
15+ 28 =15+ 0.64 som erhalls vid = = 30 - 2 = 20.

Svar: 20 cm fran mitten buktar gardinstangen ut drygt 6 mm, knappt mérkbart!

20— T T T T T T
0 ‘ ‘ ‘ ‘
Vid datorberdkning av gardinstangskurvan kan vi betrakta hela stangen utan att

ta hénsyn till symmetrin. De fem okénda k;-véirdena fas som l6sning till det tridia-
gonala systemet

2 1.0 0 0 Ay
1 41 0 0 Ay1+Ay2
01 41 0 |k=23| Ayp+Ay;
0 01 4 1 Ayz + Ayy
0001 2 Ayy

Dérefter utnyttjas hermiteinterpolationsformlerna fér bestdmning av splineskurvan
i de fyra intervallen mellan gardinhallarna.

Lat kvartscirkeln ha centrum i origo och radien ett. Startpunkt p; = (0, 1) och
slutpunkt pe=(1, 0). Kurvan startar horisontellt och slutar vertikalt.

Den kvadratiska bézierkurvans styrpunkt blir b= (1, 1) och uttrycket fér kurvan
blir r(¢) = (1—t)2(0, 1) + 2t(1—t)(1, 1) +t3(1, 0) = =z(t)=t(2—t), y(t)=1—t2.
Stérsta avvikelsen fran cirkelbagen fas vid mittpunkten r(3)= (2, 2), dir bézier-
kurvans avstand till origo ar %\/5 medan cirkelbagens adr 1. Maximala avvikelsen
ar alltsa 3v/2/4 — 1=0.0607.

Bestdmning av den kubiska bézierkurvans styrpunkter b
och ¢ gors med hjélp av en figur och vetskapen att punkten
r(%) delar strackan fran p,, till q,, i forhallandet 3 : 1. Om
hela stréckan betecknas d géller alltsa att avstandet fran
pm till r(3) & 3d. Avstandet fran origo till r(3) &r 1,
och avstandet fran origo till p,, ar % Alltsa %d: 1—- %
och d= %(1 — %) Styrpunktsavstandet fran py till b ar
a=dy2= %(\/5 —1)=0.5523. Samma géller fran po till
c. Alltsd b=(a, 1) och c=(1, a).
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Den kubiska bézierkurvan skrivs
r(t)=(1—1)°p1 + 3t(1—1)?b + 3t>(1—t)c + t>py.

Den kvadratiska bézierkurvan &r streckad och den kubis-
ka &r heldragen. Kvartscirkeln &r prickad men gémmer
sig helt bakom den kubiska bézierkurvan som alltsa dr
en mycket god approximation.

Fyra kvadratiska bézierkurvor bygger upp nollan:

a=0.3; h=1.5;

p1=[0.5 0]; p2=[a/2 h/2]; p3=[0.5+a h]l; p4=[1+a/2 h/2]; % punkter

b1=[0 0]; b2=[a h]; b3=[1+a h]; b4=[1 0]; % styrpunkter

t=(0:0.05:1)7; F=[(1-t)."2 2*t.x(1-t) t."2];
ri=F*[pl; bl; p2]; r2=F*[p2; b2; p3];

r3=F*[p3; b3; pdl; r4=F*[p4; b4; pll;

R=[r1; r2; r3; r4l; plot(R(:,1),R(:,2)), axis equal

Den kvadratiska bézierkurvan startar i p; =(0, 1.5) och slutar i po=(2, 1). Styr-
punkten ar skirningspunkten mellan linjerna y=kiz + 1.5 och y=ke(z—2) + 1

dar ky = —1.7539, ko =1.0589. kixp + 1.5=ke(zp—2) + 1

= 1,=0.9307; yp=Fkixp +1.5=-0.1324.

r(t)=(1-1)2(0, 1.5) + 2¢(1—1)(0.9307, —0.1324) + (2, 1).
Vid ¢t = § giller r(}) =3 (2252 + b) = (0.9653, 0.5588).
Kedjekurvan i uppgift 3.12 har vid = = 0.9653 y-vérdet

0.6204; avvikelsen ar 0.0616, alltsd ca 10%, se figuren dar
bézierkurvan &r heldragen och kedjekurvan prickmarkerad.

p1=[0 1.5]; p2=[2 1]; k1=-1.7539; k2=1.0589;
xb=(1.5+2%k2-1)/(k2-k1); yb=kl*xb+1.5; b=[xb yb]
xm=(1+xb) /2, ym=(1.25+yb)/2

t=(0:0.05:1); r=[(1-t)."2 2xt.*(1-t) t.~2]*[pl; b; p2];
plot([0 21,[1.5 11,%0’, r(:,1),r(:,2),’g’), axis equal, hold

% Kolla med kedjekurvan (uppgiften i kap 3)
x0=1.1802; y0=0.5943; a=0.8888;
X=0:0.2:2; Ykedja=a*(cosh((X-x0)/a)-1)+y0; plot(X,Ykedja,’:
ymkedja=a*(cosh((xm-x0)/a)-1)+y0, ydiff=ym-ymkedja

on

”)

Rita fyrhorningen med hérn i p1, b, ¢, p2 och markera
mittpunkterna p,, och q,,. Linjen mellan dem delasi for-
hallandet 3 : 1 av bézierkurvan (vid krysset). Kurvan gér
horisontellt dar, eftersom den ska ha samma lutning som
den prickade vagrita konstruktionslinjen (som samman- 2
binder mittpunkterna pa linjerna p; b och p2c). p2
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Uttrycket for bézierkurvan som lyder r(t)=(1-t)3(5, 3) +
3t(1-)2(7, 5)+3t2(1-t)(—1, 7)+t3(—1, 1) kan delas upp i x(t) = 5+6t—30t>+18¢3
och y(t) = 3 + 6t — 8¢t3.

Ekvationen lyder y(t) —4 = 0, alltsa 8t3 — 6t 4+ 1 = 0, som enklast 16ses med
roots.

pl=[5 31; p2=[-1 1]1; b=[7 5]; c=[-1 7];

t=(0:0.05:1)?; F=[(1-t).7"8 3*t.*x(1-t)."2 3*t."2.*%(1-t) t."3];
pbcp=[pl; b; c; p2]; r=F*pbcp;

plot(r(:,1),r(:,2)), axis equal, hold on

c=[8 0 -6 1]; T=roots(c), tr=[]; % 3:egradsekv y(t)-4=0 med roots
for i=1:3 % kolla vilka som duger

if T(1)>0 & T(i)<1, tr=[tr; T(i)]; end
end, tr

Xr=5+6%tr-30*tr. 2+18xtr.~3, plot(xr,[4 4],’%’)

Berdkningen med roots ger tre rotter varav tva finns i intervallet 0 till 1, ndmli-
gen t = 0.173648178 och t = 0.766044443. Inséttning ger x-virdena 5.23153 och
0.0831440, har avrundade till sex korrekta siffror. (Om Newton-Raphsons metod
anvinds bor t-viardena berdknas med minst atta siffrors noggrannhet, eftersom pro-
blemet att bestdmma x = 0.083144 &r illakonditionerat — noggrannhetsforlusten
ar ca tva siffror.)

6 Integration

Brénsleférbrukningen ar fol B(x) dz. Trapetsregeln med steget h= 0125=1/8 ger
virdet Tj, = % (Z?:l B, — Bl—;BQ) = 1.426. Trapetsregeln med dubbla steget ger
vardet Ty, = 1.445. En extrapolation ger 1.426+(1.426—1.445)/3 = 1.426—0.006 =
1.420. Av detta beddmer vi att integralvirdet (med ostérda data) ar 1.42 £ 0.01.

De givna tabellvardena har hogst felet 0.005. Integralvardet kan harav maximalt
bli Igs = [y (B + 0.005)dz = [y Bdx + 0.005 [, dz = [ Bdz + 0.005; pa
samma sitt: Lnin, = fol Bdx — 0.005 (oberoende av numerisk metod). Lampligt
svar: Bréansleférbrukningen ar 1.42 £ 0.02 liter /mil.

a) For att se hur integrandkurvan uppfor sig i intervallet 0 < <3, ritar vi den
med steget h = 0.1 (n = 30 delintervall). Trapetsregeln med formeln

T =hx* (sum(f) — 0.5 % (f(1) 4+ f(end))) ger en approximation till integralvirdet.
Med n = 30 blir resultatet T' = 2.1695, men hur manga siffror kan vi lita pa? Det
behévs ny berdkning med halverat steg for att vi ska kunna gora tillforlitlighets-
bed6émning. I programmet gors tre halveringar.

n=30, h=0.1; x=0:h:3; f=exp(x)./(1+2%x.73); plot(x,f)
T=h* (sum(£f)-0.5% (£ (1)+f (end)))
for steghalvering=1:3
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n=2*n, h=h/2; x=0:h:3; f=exp(x)./(1+2xx.73);
T=h* (sum(£f)-0.5% (£ (1)+f (end)))
end

Halverat steg ger successivt trapetsvirdena 2.16949, 2.17011, 2.17027, 2.17031.
Avvikelserna noteras till 0.00062, 0.00016, 0.00004 som avtar med faktorn i (da
h halveras fjirdedelas avvikelsen). Integralvirdet dr I = 2.1703 med alla siffror

korrekta. MATLABs quad bestdmmer I med fem korrekta siffror med anropet

Iquad=quad(’exp(x)./(1+2*x.~3)’, 0, 3, 0.5e-5)

b) Vid undre integrationsgrénsen géller gransvirdet lim,_,gsinz/xz = 1, som méste
sidrbehandlas. Tre trapetsregelberdkningar gors:

n=4;

for k=1:3
h=pi/n; x=h:h:pi; f=sin(x)./x; x=[0 x]; f=[1 f]; 7 spec.behandla x=0
T=h* (sum(f)-0.5%x(£f(1)+f(end))), n=2*n;

end

Trapetsresultaten blir 1.8355, 1.8478, 1.8509. Richardsonextrapolation kan utforas;
de tva forsta trapetsvirdena leder till simpsonvérdet 1.8478+w = 1.8519,
och de tva sista trapetsvirdena ger simpsonvérdet 1.8509 + M = 1.8519.
Integralvirdet med fyra korrekta siffror ar 1.852.

a) Trapetsregeln i de tre forsta fallen (stegen 1.6, 0.8 och 0.4) utnyttjar integrand-
véarden enbart nira topparna pa funktionskurvan och ger alltsa alldeles for stora
approximationer till integralvirdet. Man méste komma ned i steglingder under
halva vaglangden for att fa vettiga approximationer. Eftersom vaglangden ér 7/8
dvs néra 0.4, si ar trapetsvardet 0.8964 som erhalls for h = 0.2 det forst acceptabla.

b) Fyra perioder genomlops. Berdkna integralen I fran 0 till 7/8 med trapetsregeln
som &r effektivast (och enklast) for periodiska integraler 6ver en hel period. Det
visar sig (vid koll med n =12, 24, 48) att redan n=24 ger full datorprecision. Det
sOkta integralvirdet blir 41 = 0.97987958188123.

a) Gor overslagsrakning for hand eftersom bara tva korrekta siffror kravs. Trapets-
regeln med steget 1 ger T(1) = 1- (4 - 15+ 3 - 8.7868) = 11.89; med steget 0.5
tas 7(0.5) = 13.01 och med steget 0.25: 7(0.25) = 13.22. Extrapolera pa de sista
vardena: 13.22 + (13.22 — 13.01)/3 = 13.29. Med tva siffrors noggrannhet géller
I =13.

b) I, fo 1+I4+\/1+T T+ fA 1+z4+\/1+79: dx = Iz + Ispans. Kapa svansen vid
ett sé stort A-véirde att Lsans <107 Ispans < [ 2(4) dx = 3‘% <1078 = 43>107,
som ger A = 216.

14 berdknas till exempel med quad i MATLAB med toleransparametern le-9, da blir
noggrannheten uppnadd med god marginal. Resultatet blir I, = 18.59086.
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a) Richardsonextrapolera: S = 10.09367 + (10.09367 — 10.10272)/3 = 10.09065,
och S = 10.09141 + (10.09141 — 10.09367)/3 = 10.09066. Virdena skiljer bara
en enhet i femte decimalen; L = 10.09066 med osdkerhet pa 0.00001.

b) Béglangden ar L = fol V' (t)? + ¢/ ()2 dt. Skriv en funktion:

function f=flengd(t)
Xp=6-60%t+54*t.~2; yp=6-24*t.~2; f=sqrt(xp.~2+yp."2);

Med satsen L=quad(@flengd, 0, 1, 0.5e-7) erhélls L = 10.09066 (alla sju siff-
rorna ar korrekta och Gverensstdmmer med resultatet i a).

c) Lés ekvationen g(tm) =0 dir g(t,) = [;™ /2/()% +y/(t)2dt — %, med deri-
vatan ¢'(tm) = /@' (tm)? + ' (tm)?. Newton-Raphsons metod &r lamplig.
Lhalv=L/2; tm=0.5; h=1;
while abs(h)>le-6
g=quad(@flengd,0,tm,0.5e-8)-Lhalv;
gprim=sqrt ((6-60*tm+54*tm~2) ~2+(6-24*tm~2) ~2) ;
h=-g/gprim; tm=tm+h;
end, tm
xm=5+6*tm-30*tm~2+18*tm~3; ym=3+6*tm-8*tm~3;
mittkoordinater=[xm ym]

Svar: t,, = 0.607411 och kurvans mittpunktskoordinater ar (1.6099, 4.8516).

Integranden &r periodisk och integrationsintervallet &r en hel period, se figuren. Tra-
petsregeln med ganska fa intervall bor ge god precision. Préva femton delintervall
och férdubbla sedan f6r kontroll av noggrannheten.

global x

x=6.25

n=15; dv=pi/n; v=0:dv:pi; f=cos(x*sin(v))/pi;
Tapp=dv* (sum(f) - (£ (1)+£ (end))/2)

n=2*n; dv=dv/2; v=0:dv:pi; f=cos(x*sin(v))/pi;
Tkoll=dv* (sum(f)-(£(1)+f(end))/2)
skattatrelfel=abs(Ikoll-Iapp)/Ikoll

Trapetsregeln ger Iapp= 0.21309005307666 med skattat relativfel 1.3-10716, alltsa
datorprecision redan vid n=15.

Utnyttja garna symmetrin kring 7/2 vid anvindning av quad enligt
Iquad=2*quad(’cos(6.25*sin(v))/pi’,0,pi/2,0.5e-14)

Vi behéver ett explicit uttryck for y(z) i forsta kvadranten. Infor u = y? och 16s
andragradsekvationen (u/2+22)2—x24u/2 = 0, 16sning u = — (222 +1)+£v/822 + 1
dér bara positiva roten duger for y(z) = /u(x) som definieras av:

function y=fligg8(x)
y=sqrt (sqrt (8*x. 2+1)-2%x.~2-1);
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Arean &r 4f01 y(x) dz. Trapetsregeln med h = 0.01 och A = 0.005 ger areaapprox-
imationerna 1.4132 respektive 1.4139; inte tillrdckligt noggrant! Lemniskatan har
vertikal lutning vid x = 1; det &r svart att fa god noggrannhet om inte steget
ar mycket litet ndra = 1. Med tio ganger mindre steg i intervallet 0.9 <x <1
(h = 0.001 och h = 0.0005), men samma som forut i intervallet0 < z < 0.9,
erhalls areavirdet 1.4142 med felskattning 0.0001, fortfarande langt fran begérd
noggrannhet.

Med quad och anropet areaq8 = 4 * quad(Qfligg8,0,1,0.5e — 8) blir arean
1.4142134 déar alla siffror bor vara korrekta eftersom relativa toleransen valts till
0.5-107% (det visar sig vid kontroll att sista siffran inte &r korrekt, quad #r inte
helt palitlig vid knepiga integrander som hir med oéndlig derivata vid z=1).

Poléara koordinater: Ersétt x av rcosy och y av rsing och sétt in i lemniskatans
uttryck, som blir 7 = |/cos? ¢ — £ sin? p/(cos? ¢ + $sin’ ¢ ).
function f=fligg8p(£fi)

c2=cos(fi)."2; s2=sin(fi)."2;
r=sqrt(c2-s2/2) ./(c2+s2/2); f=r.~2/2;

Forsta kvadrantens lemniskata: Integrera fran ¢; = 0 till ¢y = arctan/2 (den
vinkel dar tiljaren i r-uttrycket blir noll). Integranden &r snall och quad gar bra
att utnyttja. Arean=1.4142135623731.

Effektivast dr att utnyttja integralvirdet vid foregaende u-virde da nésta integral
berdknas: ¢; = f(?'s cos Wzﬁdt, c=c1+ foll'sﬁ ce.y, C3=cC2+ f12.'64 ..., OSV.

Motsvarande gors for s; dér integranden &r sin ’%2 Integrandkurvorna svinger
mer och mer da ¢ 6kar. Anvand quad for integralberédkningarna. Med relativ tolerans
pa 0.5 - 1076 far vi begiird noggrannhet i resultatet.

rtol=0.5e-6; u=0; C=0; S=0;
disp(’ u c(w S(w )
for i=1:5
u0=u; u=u+0.8;
C=C+quad(’cos(pi*t.~2/2)’, ul,u,rtol);
S=S+quad (’sin(pi*t.~2/2)’, uO,u,rtol); disp([u C SI)
end

Arvea=2 [! y(z)dx, Iy=2[' . ayde, 24=1I,,/Area. Funktioner som behovs:

function y=fkontur (x)
y=sqrt ((1-x) .*x(1+2%x) ) . *(x.~2+0.1*x+0.1) ;

function y=fkonturx(x)
y=x.*sqrt ((1-x) . *(1+2%x)) .*(x.72+0.1%x+0.1) ;

Vi anviinder quad med relativa toleransen 0.5 - 107! i integralberikningarna, for
att helt sdkert fa begérd precision i resultatet: x;, = 0.50714286.
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rtol=0.5e-11; area=2*quad(@fkontur,-0.5,1,rtol)
ixy =2*xquad(@fkonturx,-0.5,1,rtol), xtp=ixy/area

a) Substituera x = sint, dx = costdt for att fa I = farcsml cos (sint) dt som latt

0
kan 16sas med t ex quad.

b) Substituera x—1 =2, dx = 2tdt :

I = foo 2t dt _ foo 2dt
0 #((t241)2+1)3/2 0 (t1+42t242)3/2°

_rA 2dt ] 2dt —
I = fo (t4+2t2+2)3/2 + fA t4‘3/2(1+2-%2+2-%4)3/2 - IA + Isvans.

Tovans <[4 28 = %5, Med A =8 giller Iyyans < 1.2-107°.

14 berdknas med s& stor precision att felet dr forsumbart i jamforelse med Igpqns:
IA=quad(’2./sqrt(t. 4+2*t.~2+2)."~3’, 0, 8, le-6)

ger resultatet 0.547392. Integralvéirdet dr 0.5474 med alla siffror korrekta.
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7 Differentialekvationer

Eulers metod lyder yx1 = yg + h f(tr, yr), med fr = f(te, yx) = 1+ tp — Yp-
Med h = 0.2, t) =0, yo = 1 erhaller man successivt f1 =0, y; =1, fo =0.2,

yo = 1.04, f3 =0.36, y3 = 1.112, f4 = 0.488, y4 = 1.2096.
Differentialekvationens exakta 16sning ar e~ + 0.8 = 1.2493, avvikelsen &r 0.04.
Atta steg med h=0.1ger f; =0, y1 =1, fo = 0.1, yo = 1.01, f3 = 0.19,

ys = 1.029, f4 =0.271, y4 = 1.0561, f5 = 0.3439, y5 = 1.0905, fs = 0.4095,

ye = 1.1314, f; = 0.4686, y; = 1.1783, fs = 0.5217, yg = 1.2305.

Avvikelsen fran den exakta 16sningen uppgar till 1.2493 — 1.2305 = 0.0188 ~ 0.02.
Sexton steg med h = 0.05 ger virdet 1.2401 som avviker 0.0092 =~ 0.01 fran rétta
virdet. Avvikelsen Yepakt — Yeuler har ungefar halverats da steget h halverats.

Eulers metod yry1 = yg + h fr med fr =1/cosy, och h =0.1 ger fo =1,

y1 = 0.1, fi = 1.0050, yo = 0.2005, fo = 1.0204, y3 = 0.3025, f3 = 1.0476,

yq = 0.4073, f4 = 1.0891, y5 = 0.5162.

Berdkning med h = 0.05 i tio steg ger vardet 0.5197. Tjugo steg med h = 0.025 ger
svaret 0.5216. Mellan de bada forsta resultaten skiljer det Ay = 0.5197 — 0.5162 =
0.0035, och mellan de bada sista Ay = 0.0019, alltsd en ungefirlig halvering (den
regelbundenhet som 6nskas). Vi provar richardsonextrapolation pa de bada forsta
eulervirdena och far da 0.5197 + A;/(2' — 1) = 0.5232. Motsvarande pa de tva
sista: 0.5216 + Ag/(2! — 1) = 0.5235. Vi kan jimfora med det sanna virdet pa
arcsin0.5 som avrundat till fyra korrekta decimaler ar 0.5236.

Eulers metod: vgy1 = v +h f(tg, v), ther =t +h, dér f(t, v) = 9.81(1—(£)*)
och a=1.11 forsta fallet. Startviarden ar tg = 0, vg = 50. Rékna fram till t =1
med steget h = 0.05, totalt 20 steg. Programmet réknar dven med h = 0.025 och
h=0.0125.

g=9.81; tslut=1;

for nr=1:3
t=0; v=b0;
for i=1:n,
end, vslut=v,

end, plot(T,V)

alfa=1.1, n=20; h=0.05;

% Eulers metod med h=0.05, 0.025, 0.0125
T=t; V=v;
f=gx(1-(v/5)~alfa); v=v+h*f; t=t+h; T=[T; tl; V=[V; v];
n=2%n; h=h/2;

Slutvérdet vid t=1 blir i de tre berdkningarna 8.6894, 8.9888, 9.1377. Extrapolation
pa de bada forsta viardena ger 8.9888 + 0.2994 = 9.2882, och pa nésta tva virden:
9.1377 4+ 0.1489 = 9.2866. Avvikelse~0.002. Det innebér att hastighetsvirdet vid
t=1 &r 9.29 (med viss osékerhet i sista decimalen pa grund av osdkerhet i g, v
och a). R

Nér a-virdet dndras till 1.3, 1.5 och 1.7 forskjuts kurvor-  *fw
na nedat. For a= 1.3 blir slutvirdet 6.8284 med h =0.125 *| '\
och det extrapolerade och avrundade hastighetsvardet blir >
6.9 m/s. For a = 1.5 blir sluthastigheten 5.9 m/s och for *° =i3zzziod
a=1.7 blir den 5.4 m/s. % 05 1
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Vi véljer att 16sa differentialekvationen med ode23 i MATLAB. Vi definierar hoger-
ledsfunktionen i filen fvatska.m:

function f=fvatska(t,y)
A=0.8; C=0.1; g=9.81;
if y>=0 & y<=20, Qin=1-y/20; else Qin=0; end
Qut=Cxsqrt (2*gx*y); f=(Qin-Qut)/A;

Differentialekvationen 16ses for starthéjd 0, 3 och 10. Sluttiden har valts till 20

(efter provkorningar med olika tslut). I

[t1,H1]=0de23(@fvatska, [0 20],0); 8y

[t2,H2]=0de23(@fvatska, [0 20],3);
[t3,H3]=0de23(@fvatska, [0 20],10);
plot(t1,H1, t2,H2,’--’, t3,H3,’-.’), grid

6

2

Vid jamvikt giller Qi = Que, dvs 1 — h/20 = ¢y/2gh, s 1 B
som efter kvadrering kan skrivas som h% — (400 ¢22g + 40)h + 400 = 0. Med insatt
viirde ¢=0.1 far vi h2— (8g+40)h+400 =0 = h = 4(g+5)++/16(g + 5)2 — 400
med rétterna 3.478 och 115.00. Endast den forsta uppfyller 0 <h <20. Jamvikts-
laget i tanken ligger alltsd pa hojden 3.48, vilket stdmmer bra med jamviktslaget
fér kurvorna i figuren.

du 3 ( u

do = TIn sin ¢

steg med Runge-Kuttas metod:

ki=hf(g 1) =55 Gm)° = 2
ke =hf(§+5 145) = §£(5, 0) =0

3, o = %> wo=1. Vianvinder h = § — & = % och réknar ett

by =hf(B+3 145) = 5/, D = 3 (ames)” = =3
By =hf(§+h T+ks) = £/(3, 1- 32) = —4(1 - 22"

ur = ug + & (k1 + ks + 2ks + ka) = 1+ 1(—2 - 88 — 11— 28)3) = 0.5287, som
ar ett approximativt vérde till u(7/2). Intervallet bér ha en finare indelning for
att resultatet ska bli bra, men da tar vi MATLAB till hjélp.

function f=fada(fi,u)
£=-3/(4*pi)*(u/sin(£fi)) ~3;
% Program:
fi0=pi/6; fitopp=pi/2;
n=input (’Antal intervall: ’); h=(fitopp-£fi0)/n;
for i=1:n
ki=hxfada(fi,u);
k2=hxfada(fi+h/2,u+k1/2);
k3=hxfada(fi+h/2,u+k2/2);
k4=h*fada(fi+h,u+k3);
u=u+(k1+2%k2+2*k3+k4) /6; fi=fi+h;
end, utopp=u

fi=fi0; wu=1;
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Med fyra delintervall har u-vérdet vid o =7 fatt tva siffrors noggrannhet, u(m/2)~
0.68, men det krivs 16 intervall for att fa fyra korrekta siffror, u(r/2)=0.6834.

Infér vektorn u med u; =, us =y. Differentialekvationssystemet blir u’ =f(¢,u)
med startviardena u;(0) =1, u2(0) =0. Hogerledsfunktionen kan skrivas

function f=ftrak(t,u)
x=u(1); y=u(2); s=x"2+(t-y)~2; f=[-x*x(t-y)/s (t-y)~2/s8]’;

Parametern ¢ har en geometrisk innebord: ¢ &r positionen pa y-axeln for P (rep-
dragaren) nér andra repénden vid Q har koordinaterna (z(t), y(t)). Vi provar med
steget dt = 0.1 i Runge-Kuttas metod.

subplot(1,2,1), plot([0 0],[0 2],’-.7), hold on, axis equal
u=[1 0]’; U=u’; t=0; T=t; % t = dragarens yaxelposition
dt=0.1; % RK4 med dt=0.1
for steg=1:25

fi=ftrak(t,u);

f2=ftrak(t+dt/2,u+dt*£1/2);

£3=ftrak(t+dt/2,u+dt*£2/2);

f4=ftrak (t+dt,u+dt*£f3) ;

u=u+dt* (f1+2+f2+2xf3+f4) /6; t=t+dt; T=[T; t]; U=[U; u’];
end
xrk=u(1), yrk=u(2), X=U(:,1); Yrk=U(:,2); plot(X,Yrk)

D& P:s koordinater ar (0, 2.5) fas for Q resultatet (0.163072, 1.51338) nir steget
dt=0.1 anvéndes. Vid exekvering med steget 0.05 &ndrar sig inte virdena forrén i
sjunde siffran. Losning med ode45 ger samma resultat: @Q = (0.16307, 1.51338).

[T,Ul=ode45(@ftrak, [0 2.5],[1 0]’); plot(U(:,1),U(:,2),’r?)
xq=U(end, 1), yq=U(end,2)

Vid =0 blir derivatauttrycket %(% —1) alltsd 0/0. Med hjilp av I’Hospitals regel
erhalls ¢/(0) =2-1/4/(0), dvs ¢/(0) = v/2. Hogerledsfunktionen blir:

function f=dydx(x,y)
if x==0, f=sqrt(2); else f=2*x/y*(2/(1+2*x~2+y~2)-1); end

L6s med Runge-Kuttas metod till ©=0.8. Beteckna y-vardet dar med y,.

h=0.1, x=0; y=0; Y=0;

for steg=1:8
f1=dydx(x,y); f2=dydx(x+h/2,y+h*f1/2);
£3=dydx (x+h/2,y+h*£2/2); f4=dydx(x+h,y+h*£f3);
y=y+h* (£1+2x£2+2%£3+£4) /6; Y=[Y y]; x=x+h;

end, ym=y

X=0:h:0.8; plot(X,Y, X,-Y), axis equal, hold on
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For z-intervallet mellan 0.8 och 1 betraktas  som funktion av y. Stega nu i y-led
fran y = 0 d& a-vérdet ar 1 till y = y,,, (dér z-vérdet 0.8 bor erhallas med god
precision). Differentialekvationen blir dz/dy = 1/f(z,y) med z(0) = 1. Anvénd
hy = ym/5, dvs gor fem berdkningssteg. Sista z-virdet blir 0.79988 som bara
avviker 0.0001 fran det exakta.

function f=dxdy(y,x)
f=y/(2%x)/(2/ (1+2%x~2+y~2) -1) ;

hy=ym/5; x=1; xv=1; y=0;
for steg=1:5
fi1=dxdy(y,x); f2=dxdy(y+hy/2,x+hy*£1/2);
£3=dxdy (y+hy/2,x+hy*£2/2); fd=dxdy(y+hy,x+hy*£f3);
x=x+hy* (£1+2*£2+2x£3+£4) /6; xv=[xv x]; y=y+hy;
end, x
yv=0:hy:ym; plot(xv,yv, xv,-yv)

a) Infor u med u; =¢ och ug=¢’. D4 kan differentialekvationen skrivas som syste-

met u' = (103?1@) med u(0)= (180) . Eulers metod: ugq; = ug + 0t f(uyg).

. wle . ... (100 0 ~ (100
Med §t =50 och tva berdkningssteg far vi: u; = ( 0 )—|—50 (100/1002) = (0'5) ,

100 0.5 125 . N
uy = (0.5) +50 (100/1002> = ( 1 ) , alltsd ¢(100) ~125.

Med §t = 25 och fyra berdkningssteg: u; = (180> + 25 (100/01002) = (&g%) ,

w  (T00) oo 025\ 10625\ (11875 - (136.79
27 \0.25 100/1002) — \ 0.50 /7 72 = \o72155) AT )0

alltsd ¢(100) =~ 137. En extrapolation ger ett hogre och bittre virde for intelli-
genskvoten efter 100 dagar, ndmligen 137 4 (137 — 125) =149.

b) function f=fbrain(u)
f=[u(2) 100/u(1)~2];

Programmet ger ¢(100) = 144, da ¢’(0) = 0 (resultaten med n =4 och n = 8
overensstdmmer i fem siffror, men vi néjer oss med heltals-1Q). Om man vid t=0
inte ar stagnerad medelméatta utan redan ar pa uppatgiende med ¢'(0) =0.1 blir
virdet efter 100 dagar ¢(100) =152. Nagot geni med IQ pa 200 blir man inte!

qprim0=0 % Byt sedan till qprim0=0.1
n=4; % RK4 med 4 och 8 delintervall
for k=1:2, dt=100/n; u=[100 qprim0];

for i=1:n

fi=fbrain(u); f2=fbrain(u+dt*f1/2); £f3=fbrain(u+dt*f2/2);
f4=fbrain(u+dt*f3); u=u+dt*x(£1+2*xf2+2*xf3+f4)/6;
end, n, q100=u(1), n=2#n;
end
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c) Konstanten i differentialekvationen (¢')? = ¢ — 200/¢ bestims av ¢(0) = 100,
¢'(0) = 0, som ger ¢ = ¢'(0)2 +200/¢(0) = 2. Los ¢’ = /2 —200/q, ¢(0)=100.
Vilken metod vi &n véljer far vi resultatet g=100 dvs lsningen till ¢'=0. Faktorn
¢ i omskrivningen leder till denna falska 16sning. Med ¢'(0)=0.1 blir c¢=2.01 och
differentialekvationen ¢’ = 4/2.01 — 200/¢, ¢(0)=100 har losningen ¢(100) =152.

Infor vektorn y med y3 = x och yo = &, dvs 1 = y2 och g2 = —gpuo(1 + ayﬁ).
Prova RK4 med tidssteget 0.2 och stega fram tills @ blir negativ, y, <0. Kurvorna
x(t) och z(t) ritas, och vi ser att det tar drygt 3.5 sekunder att bromsa farten helt
och tillryggalagd strécka &r da ungefar 16 meter.

function f=fskridsko(y)
global alfa beta
my=0.1*(1+alfaxy(1) “beta); f=[y(2) -my*9.81];

global alfa beta
alfa=0.15; beta=0.9; i i i i i i i
t=0; v0=8; y=[0 vO0l; Y=y; T=t; dt=0.2; )/(x*””**#’
while y(2)>0 U ]
f1=fskridsko(y); /
f2=fskridsko (y+dt*£1/2); P
f£3=fskridsko (y+dt*£2/2); ‘);74N
f4=fskridsko (y+dt*£3); T erimo
y=y+dt* (£1+2*£2+2x£3+£4) /6; t=t+dt; Vi \’\\

Y=[Y; yl; T=I[T; t]; \.\‘\N

end, y 0 05 1 15 2 25 3 35 4
plot(T,Y, T,Y,’*’), grid, text(2,14.5,’x(t)’), text(2,5,’xprim(t)’)

a) Infér y1 =y, ya=1y'. Det ger vy} =y2, vh = —27y2—y3, 11(0.3)=0.1, y2(0.3)=A.
Los fram till 2z = 10 med ode45 dels med standardtolerans (reltol=0.001) dels med
reltol 1076, Resultat: ysg = 0.179828, ys; = 0.179825, skattat fel = 3 - 1076,
Slutvérdet y(10)=0.1798 (korrekt avrundat).

b) ysi-véirdet betraktas som funktion av A. Enligt felfortplantningsformeln géller
Eysiut = |dysiut/dA]- E 4. Derivatan i slutpunkten skattas med firamatdifferenskvot
till {ysiue (A + 0.001) — yg0e(A)]/0.001 = 0.4080. Eftersom Eyslut hogst far vara
0.005 maste absolutfelet i A uppfylla F4 < 0.005/0.4080 = 0.0123. Kontroll med
insatt maxstorning ger avvikelsen 0.005.

function f=£710(x,y)
f=[y(2) -2xx*xy(2)-y(1)"2]7;

A=0.2; [X,Y]=0de45(@f710,[0.3 10],[0.1 Al?); % standardreltol=0.001
ys0=Y(end,1), plot(X,Y(:,1),’r.’), hold on

tol=odeset (’RelTol’,1e-6);

[X,Y]=0de45(@£f710,[0.3 10],[0.1 Al,tol); plot(X,Y(:,1))

ys1=Y(end,1), skattatfel=abs(ysl-ys0)
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% b) Hitta maxfelA genom numeriskt experiment
Ae=0.2+0.001; [X,Y]=0de45(@f710,[0.3 10],[0.1 Ael’); ys2=Y(end,1);
yprim=(ys2-ys0)/0.001, maxfel=0.005/yprim
Am=0.2+maxfel; [X,Y]=0de45(Q@f710,[0.3 10],[0.1 Am]’); ykoll=Y(end,1)
avvikelse=ykoll-ysO

Sluthastigheterna ges av lim;_, |C(li—';‘| =/
Harav far vi k = mg/v?. Med givna virden blir luftmot- 2000 Hodeny©
standskoefficienten for fritt fall k = 75g/vf och for fall 1 ;¢4
fallskirm k = 75g/v2. Infor nya variabler us(t) = h(t) och .,
uz(t) = dh/dt: -
function f=f711(t,u) ] S |
global k m g 0 50 100 150

f=[u(2) k/m*u(2)-2-gl’;

Hastigheten yprim(t)

Lo6s med ode45 under tiden for fritt fall, fran ¢t =0 till t=30. 40
Fortsdtt med ode45 fran fallskdrmsutvecklingen vid t =30 <o
tills nedslaget ndrmar sig. Vi véljer tiden t =150 (efter en 20
testkorning). Dérefter stegas med RK4 tills hopparen natt 10

marken. Fragorna i uppgiften besvaras av foéljande algoritm: o

global km g
m=75; g=9.81; vf=50; k=m*xg/vi~2

40

tol=odeset (’RelTol’,1le-4); % Andra sedan toleransen till le-7

[T1,U1]=0de45(@f711, [0 30],[2000 0]’,tol);
Y1=U1(:,1); Yiprim=U1(:,2);

yf=Yi(end), yfprim=Yiprim(end)

vs=5.0; k=m*g/vs~2, tkoll=150;
[T2,U2]=0de45(@£f711, [30 tkoll]l, [yf yfprim]’,tol);
Y2=U2(:,1); Y2prim=U2(:,2);

subplot(2,2,1), plot(T1,Y1,T2,Y2)

% Stega med RK4 tills nedslag sker

t=tkoll; u=U2(end,:);

T3=t; U3=u; u=u’; dt=0.5;

while u(1)>0
f1=dt*f711(t,u); £2=dt*f711(t+dt/2,u+dt*f1/2);
£3=dt*£711(t+dt/2,u+dt*£2/2); f4=dt*£711(t+dt, u+dt*f3);
u=u+dt* (f1+2+%f2+2xf3+f4) /6; t=t+dt; T3=[T3; t]; U3=[U3; u’]l;

end

Y3=U3(:,1); hold on, plot(T3,Y3, [0 170],[0 01,’--?)

axis([0 170 -200 2000]), title(’Hojden y(t)’)

tned=t, yned=u(l), yprimned=u(2)

subplot(2,2,2), plot(Ti,-Yiprim, T2,-Y2prim), axis([0 40 0 50])
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Fallskdrmen utloses pa 677 meters héjd och hopparen landar efter 164.5 sekunder
och har d& natt grianshastigheten v, = 5.0 m/s. For noggrannhetskontroll loser
vi om problemet med toleransen 107 i ode45. De avrundade resultaten stimmer
fortfarande. Sedan léser vi om problemet med liten dndring i grénshastigheterna:
vy = 51 och v, = 5.1. I detta fall utloses skirmen pa 654 m hojd och hopparen
landar efter 157.5 s och har da hastigheten 5.1 m/s (grinshastigheten vy).

Viktig observation: ode45 tvingas anvianda ett mycket litet tidssteg i borjan av
andra anropet, dér hastigheten drastiskt &ndras. Under den forsta sekunden fran
t=30 till t=31 gbr ode45 mer &n tjugo indelningar av tiden. Hastigheten minskar
fran 50 m/s till 5.2 m/s (dvs mycket nira granshastigheten) under denna korta tid.

y(x) y'(x) u1
Med vektorn u = | 3/(x) | erhalls u' = | v"(2) | = | —2u} + 3ujus/(1 + %)
w(x) g(x) 2rug/1 + ul

Hogerledet skrivs i funktionen

function f=f712(x,u)
ybis=-2%u(1)~2+3*u(1)*u(2)/(1+x"2);
g=2*pi*u(1)*sqrt (1+u(2)~2); f=[u(2) ybis gl’;

Losning kan goras t ex med ode45. Konturkurvan till den rotationssymmetriska
figuren visas i figuren.
ustart=[1 1 0]?;

rtol=odeset (’RelTol’,1e-6); ]
[X,Ul=0de45(@f712, [0 1.6],ustart,rtol); ;
Y=U(:,1); mantelyta=U(end,3)

plot([0 1.6],[0 01,7-=7, X,Y, X,-Y) V

Mantelytan ar 36.93 med alla siffror korrekta.

Vi har z = rcos¢ och y = rsin¢. Elimineras r och ¢ ur differentialekvationerna
sa far vi d2x/dt? = —x/(2? +y2)3/2, d2y/dt? = —y/(2? + y2)?/2.

Infor de nya variablerna w; = x, ug = &, ug = y, uqg = g, sd blir hogerledet i
differentialekvationssystemet u’ = f(¢, u) :

function f=fplanet(t,u)
r=sqrt(u(1)~2+u(3)"2);
f=[u(2) -u(1)/r~3 u(4) -u(3)/r"3]’;

Begynnelsevirdena erhalls med hjélp av sambanden d
Z_f = % cos ¢ — ‘é—fr sin¢ och o A
dy = . il

Yy dr do U .
9t = Frsing + —rrcos¢. Fyra lsningsbanor ritas.

plot(0,0,%0’), axis equal, hold on

u0=[1 0 0 1.4]’; [T,U]l=ode45(@fplanet,[0 7],u0); plot(U(:,1),U(:,3),%:?)
u0=[1 0 0 1.3]’; [T,Ul=ode45(@fplanet, [0 15],u0); plot(U(:,1),U(:,3),’-.%)
u0=[1 0 0 1.1]’; [T,Ul=ode45(@fplanet, [0 7],u0); plot(U(:,1),U(:,3),’--?)
u0=[1 0 0 0.5]’; [T,Ul=ode45(@fplanet, [0 3],u0); plot(U(:,1),U(:,3))
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a) Differentialekvationen blir y” = % cosz (1 + (y)?)3/2. Med u; = y och uy = 9/
far vi u’ = f(z,u) med hogerledsfunktionen

function f=fcurl(x,u)
f=[u(2) 0.5%cos(x).*sqrt(1+u(2).72).73]1;

. . . N alfa yslut
Foljande program beréknar och ritar de atta kurvorna: 20.2000 -3.0127

-0.1000 -1.4355
h=0.2; rtol=odeset(’RelTol’,1le-5);

f 1fa=-0.2:0.1:0.5 0 0.0796
" Ix Woodeds (@Fcar 0.1000  1.5972
[X,Ul=ode45(@fcurl, [0 12],[0 alfa]’,rtol);
lot(X,U(:,1)), hold i 1 0.2000  3.1823
et (ond. 1) diso( lorfe velut]y 0.3000  4.9309
A 0.4000  7.0474
. 0.5000 10.2476

Resultatet vid z =12 visas i tabellen. Med relativ tolerans pa 10~7 i ode45 #ndras
tabellvirdena mindre &n tva enheter i fjirde decimalen.

b) Anvind sekantmetoden for att 16sa ekvationen g(a) = 0, dér g(a) betecknar
avvikelsen yg () — 4. Tva startgissningar till a behévs. Ur figuren i lydelsen och
tabellen kan vi avldsa att kurvan med o = 0.2 har ett slutvirde under 4 medan
a=0.3 har slutvirde pa 4.93. Vi tar 0.2 och 0.3 som startvérden.

alfal=0.2; rtol=odeset(’RelTol’,le-5);
[X,U]l=0de45(@fcurl, [0 12],[0 alfall’,rtol); gi=U(end,1)-4;
alfa2=0.3; h=0.1; iter=0;
while abs(h/alfa2)>0.5e-6 & iter<10
[X,Ul=o0de45(@fcurl, [0 12],[0 alfa2]’,rtol); g2=U(end,1)-4;
gp=(g2-g1)/(alfa2-alfal); h=-g2/gp
alfal=alfa2; gl=g2; alfa2=alfa2+h; iter=iter+l;
end, alfa=alfa2, iter
plot(X,U(:,1),%--?)

Efter fyra iterationer erhalls a=0.2484 (med alla siffror korrekta).

Vi léser problemet med inskjutning. Infér nya variabler y; =y, yo =1 och ignorera
tillfilligt villkoret vid  =1. D4 erhélls systemet yj =2, y4 = —2y2/x+¢g(y1) med
startviardena y;(0) =s, y2(0)=0.

Vid =0 gor vi gransévergangen (enligt 'Hospitals regel)

%y
dz?

oody o dPy
lim 27 /o = lim 2575 /1 = 255(0)

For z=0 far vi alltsd y} = yo, ¥4 = g(y1)/3. Hogerledsfunktionen blir

function z=fkatalys(x,y)
g=y (1) *exp (4% (1-y(1))/(1+0.2x(1-y(1))));
if x==0, z=[y(2) g/3]1’; else z=[y(2) -2/x*y(2)+gl’; end
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Med ode45 kan vi berdkna och rita upp kurvor for :
olika véirden pa starthdjden s. Ur figuren konstateras
att slutvirdet y(1) =1 erhalls for en kurva som har
ett s-varde mellan 0.7 och 0.75. Nu kan vi anvénda
sekantmetoden for att 16sa ekvationen F(s) =0 dér
F betecknar yn — 1 och yy &r berdknat slutvarde vid
x =1 nir startviardet y(0) = s.

s1=0.7;
[T,Y]=o0de45(@fkatalys, [0 1],[s1 0]’); F1=Y(end,1)-1;
s2=0.75; h=0.05; iter=0;
while abs(h/s2)>0.5e-6 & iter<i10
[T,Y]=ode45(@fkatalys, [0 1],[s2 0]’); F2=Y(end,1)-1;
Fp=(F2-F1)/(s2-s1); h=-F2/Fp, sl=s2; F1=F2; s2=s2+h; iter=iter+1;
end, s=s2, iter
effekttal=3*Y(end,2)
options=odeset(’RelTol’,1e-8); % noggrannhetskoll
[T,Y]=o0de45(@fkatalys, [0 1],[s 0]’,options);
yslutavvikelse=Y(end,1)-1, effekttal=3*Y(end,2)
plot(T,Y(:,1),%--?)

Efter fyra iterationer erhalls s-viardet 0.7195 och effektivitetsmattet 1 = 1.3550.
Omrikning med relativa toleransen 1078 visar att y(1) avviker fran virdet ett forst
i nionde siffran.

Los med finitadifferensmetoden (bandmatrismetoden). Diskretisera z-axeln i N
delintervall: z; = 1+1i-h, ¢ = 0,...,N, dir h = 1/N och infér beteckningen
y; =~ y(z;). Differensapproximationer till derivatorna ger
Yir1 — 2yi + Yi1 Yirl — Yi-1
%_(g_gmﬁ_aﬁ?)#
med randvérdena yy = 0 och yy = 1. Det finns n = N — 1 obekanta y;-varden
Y1, Y2, -, Yn. Vi samlar koefficienter enligt
1 g 2 1

(53 + o Wi-1t (1= 73 )yt (55—

I férsta och sista ekvationen ingéar de kidnda véirdena yg=0 respektive y, 11 =1 som
sétts in och ger for i=1och i=n:
1 g1 1 1 9n

2 N dn 2 _
(1- ﬁ)yl + (ﬁ - %)?J? =0, (ﬁ + ﬂ)y”*1 +(1- ﬁ)yn o (hQ 2h)

Det blir ett tridiagonalt ekvationssystem med n ekvationer och lika manga obe-
kanta. Vi loser det forst med tio delintervall, dvs A =0.1, darefter med successivt
halverat steg ytterligare tre ganger.

Derivatan (1) approximeras av differensformeln y ~ ﬁ(—yy) +4y2—3y1). Se
exempel 1.3 for hiarledning av formeln. Integralvirdet berdknas med trapetsregeln.

4y =0, i=12.. . N—1

29—;)%1:0, gi = (2-2x;+22), i=1,2...n
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N=10; res=[];
for studie=1:4
n=N-1; h=1/N; x=1+h*(1:n)’; g=2-2*x+x.72;
dia=(1-2/h~2)*ones(n,1);
sub=1/h~2+g(2:n)/(2*¥h); sup=1/h~2-g(1:n-1)/(2*h);
b=zeros(n,1); b()=-(1/h~2-g(n)/(2xh));
y=tridia(dia,sup,sub,b);
X=[1; x; 2]; Y=[0; y; 1]; plot(X,Y), hold on
yprim0=(-Y(3)+4*Y(2)-3*Y(1))/(2*h); % diff.approx till dy/dx vid x=1

Th=h* (sum(Y) - (Y(1)+Y (n+2))/2) ; % integralen med trapetsregeln
res=[res; [h yprimO Thl]; % samla resultat
N=2%*N;

end

yprimbest=yprimO; Iappbest=Th; format short e

disp(’ h yprimO yprimdiff Th trapdiff ?)

disp([res(:,1:2) res(:,2)-yprimbest res(:,3) res(:,3)-Iappbest])

Utskrifterna blir

h yprimO yprimdiff Th trapdiff
0.1000 0.61756 0.000220 0.42515  0.000899
0.0500 0.61742 0.000077 0.42447  0.000214
0.0250 0.61736 0.000017 0.42430 0.000043
0.0125 0.61734 0.000000 0.42425  0.000000

Tabellen visar att da h halveras blir trapdiff ungefér fjardedelen av sitt forra vérde,
alltsa &r felet ung. prop. mot h2. Vi skattar derivatan till 0.6173 och integralen till
0.4242, bada vardena korrekt avrundade.

8 Tillforlitlighetsbedomning

Relativfelet i « kan uppgé till R, = 0.005/0.92. Felfortplantningsformeln ger R, =
R;/3 och R, = 30R,, alltsa R, = 0.0018 ~2-1073 och R, = 0.16 ~ 2-10"1.
Det ger en grovbedomning att antalet korrekta siffror kan vara hogst tre i y-vardet
och hégst en i z-virdet. For y-virdet blir absolutfelets grians y R, = 0.0018, alltsa
y = 0.9726 £ 0.0018 eller y = 0.973 + 0.002, bara tva siffror ar alltsa sékra. For
z-vérdet blir absolutfelets grins z R, = 0.0134, alltsa z = 0.082 £ 0.014, inte ens
forsta siffran ar siker.

Alternativ 16sning med storningsrakning: Undre och 6vre grins for resultatet &r
Ymin = 0.9151/3 = 0.9708 och ymas = 0.925/3 = 0.9743.

Zmin = 0.915%0 = 0.0696 och zq, = 0.925%0 = 0.0964. z-virdet &r alltsa mycket
kénsligt for en storning i x.

Sex siffrors noggrannhet i z-viirdet (R, ~ 107%) medfor att z-viirdet far fyra sikra
siffror eftersom R, = 30R, < 0.3-107%.

x = 45+02 y =55+02 alzr,y) = Vr2+y% amin = a(4.3,5.3) =
6.825, amar = a(4.7,5.7) = 7.388, och svaret kan anges a = 7.1 +0.3.
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Utnyttja ny information att y = 10 — z. For ytterligheterna géller: D4 x=4.3 ar
y=>5.7 och a =7.140. Da x=4.7 & y=>5.3 och a = 7.084. Alltsa kan avstandet
nu anges noggrannare: a = 7.11 + 0.03.

Om alla indata stors uppat fas Ve, = 6.3(8.2++/8.2-3.143.1)/3 = 34.32.
Minsta volym blir Vi, = 5.7 (7.84++/7.8-2.9+42.9)/3 = 29.37. Léampligt svar ar
V =31.8+2.6 eller hellre V =32+ 3.

For ostorda indata blir arean T = 48.75, storsta area Tj,q; = 48.80 fas da alla
sidorna har storsta mojliga virde, och Tp,;, = 48.70 d& alla sidorna ar sa korta
som mojligt. Lampligt svar &r T'=48.75 + 0.05.

a) y = V4318 — /4317 = 65.7115 — 65.7039 = 0.0076 £ 10~* med relativt fel
R, =107%/0.0076 = 1.3 - 1072

b) Forldngs uttrycket ovan med konjugatkvantiteten /4318 + /4317 sa blir det
y =1/(v4318 + /4317) = 1/131.415 = 0.00760948.

R, = Ruimnare = 0.5 - 1073/131 = 4 - 107°. Absoluta felgriansen for y blir yRy =
0.0076 -4 - 1075 = 3.1- 1078, Svaret kan anges y = 0.00760948 £ 4 - 10~8.

a) Lat a beteckna halva synvinkeln, o = 0.527/180 = 0.0090757. Strickan ut
till kanoten blir d& s = 2/tana = 220.4 meter. Osédkerheten pa 1% i vinkeln
ger amin = 0.99a och ey = 1.01a. Det ger Spmin = 2/ tan ame, = 218.2 och
Smaz = 2/ tan g, = 222.6. Roger ar helt klart utanfoér 200-metersgransen.

b) Enligt Roger bildar kanoten 60° & 2° med synlinjen. Det ger foljande min- och
maxvarden:  Sp, = 28in58°/ tan aype, = 185.0 och Sy = 28i062°/ tan gy, =
196.5. Han befinner sig innanfér 200-metergransen och klarar sig fran stryk.

Lat strackan BC betecknas med z, alltsd z = 50.0 & 0.2. Med enkel geometri kan
tornets hojd uttryckas h = ztana/(1—tan «/ tan 3) som definieras av funktionen

function h=ftorn(x,alfa,beta)
a=alfa*pi/180; b=betaxpi/180; h=xxtan(a)/(1-tan(a)/tan(b));

Stor indata ett i taget och summera bidragen:

x=50; alfa=32.6; beta=53.8; h=ftorn(x,alfa,beta), bidrag=[];
hs=ftorn(x+0.2,alfa,beta ); bidrag=[bidrag hs-h]l;
hs=ftorn(x,alfa+0.3,beta ); bidrag=[bidrag hs-h];
hs=ftorn(x,alfa,beta+0.3 ); bidrag=[bidrag hs-h]l; bidrag
Eh=sum(abs(bidrag)); hojd_med_felskattn=[h Eh], granser=[h-Eh h+Eh]

Hojdvérdet blir h = 60.1130. och de tre felbidragen 0.2405, 1.3215, —0.5734. Vi
ser att felet 1 o bidrar mest till den totala osékerheten som uppgar till 2.1353.

Tornets hojd kan alltsd anges 60.11 4 2.14 eller hellre 60.1 + 2.2.
En alternativ 16sning pé problemet att hitta maximala osidkerheten i hojdvardet
ar att undersoka alla kombinationer av maxstorningar enligt programmet:
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x=50; alfa=32.6; beta=53.8; h=ftorn(x,alfa,beta); H=h; disp([x alfa beta h])
for x=49.8:0.4:50.2
for alfa=32.3:0.6:32.9
for beta=53.5:0.6:54.1
h=ftorn(x,alfa,beta); H=[H h]l; disp([x alfa beta h])
end, end, end
hmin=min(H), hmax=max(H) % hittar hmin och hmax i h-vektorn

Resultatet i tabellform blir (decimalnollor &r bortredigerade)

X alfa  beta h
50.0 32.6 53.8 60.1130 <--- h (ursprungligt)
49.8 32.3 53.5 59.1531
49.8 32.3 54.1 58.0444 <--- hmin
49.8 32.9 53.5 61.8017
49.8 32.9 54.1 60.5924
50.2 32.3 53.5 59.6283
50.2 32.3 54.1 58.5106
50.2 32.9 53.5 62.2981 <--- hmax
50.2 32.9 54.1 61.0791
hmin = 58.0444 hmax = 62.2981

Hojden pé tornet ér alltsd minst 58.0 och hogst 62.3 meter. (Man kan ur formeln
for h latt inse att maximalt vérde erhalls da x och « stors uppéat och 3 nedat, det
ar alltsd onddiga berikningar som gjorts hér.)

a=2000£100, d=300+£20, a=20°+1°, t=1040.1. Utnyttja cosinusteoremet for
att rikna ut strickan c som foremalet flyttat sig: ¢ = a®4(a—d)? —2a(a—d) cos a.
Med insatta ostorda véirden far vi ¢ = 707.2. Hastigheten i m/s dr ¢/t = 70.72.
Rékna om till km/h genom att multiplicera med 3.6, alltsd v ="70.72 - 3.6 = 255.
Eftersom indata har osdkerhet redan i andra siffran, kan vi befara att resultatet
255 inte har mer &n en eller tva korrekta siffror. Tillforlitligheten bedéms péa tre
satt.

Alternativ 1: Skriv en algoritm som forst berdknar striackan c i det ostorda fallet,
déarefter gar igenom alla ytterlighetskombinationer av storda a, d, och a-virden for
att finna minsta och storsta c-vérde.

a=2000; d=300; alfa=20;
cO=sqrt (a~2+(a-d)~2-2*a*(a-d) *cos(alfaxpi/180)), C=cO;
disp([a d alfa round(c0)])

for a=1900:200:2100 % ytterligheter i a
for d=280:40:320 % ytterligheter i d
for alfa=19:2:21 % ytterligheter i alfa

c=sqrt (a~2+(a-d) ~2-2*xa*(a-d) *cos(alfa*pi/180)); C=[C; c];
disp([a d alfa round(c)])
end, end, end
v=round(3.6%c0/10)
vmax=round (3.6*max(C)/9.9), vmin=round(3.6*min(C)/10.1)
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a d alfa c

2000 300 20 707 <--- ¢ (ursprungligt)
1900 280 19 643 <--- cmin

1900 280 21 698

1900 320 19 655

1900 320 21 708

2100 280 19 703

2100 280 21 766

2100 320 19 714

2100 320 21 774 <--- cmax

Hastigheten blir ldgst 3.6 - 643/10.1 /229 och hogst 3.6 - 774/9.9~281. Amator-
astronomen bor ange hastigheten till 255 4+ 26 km/h.

Alternativ 2: Skriv uttrycket for hastigheten i en funktion

function v=fufo(a,d,alfa,t)
v=3.6*sqrt (a~2+(a-d) ~2-2*a*(a-d) *cos(alfa*pi/180))/t;

som kan betraktas som en svart lada dar a, d, «, t ar indata och hastigheten v ar
utdatum. Indata stors ett i taget och de fyra felbidragen som blir 11.4, 1.9, 10.4
och 2.5 summeras till 26.2, samma skattning av felet som tidigare.

a=2000; d=300; alfa=20; t=10; vO=fufo(a,d,alfa,t)
erra=fufo(a+100,d,alfa,t)-v0, errd=fufo(a,d+20,alfa,t)-v0
erralfa=fufo(a,d,alfa+1,t)-v0, errt=fufo(a,d,alfa,t+0.1)-v0
errtot=abs (erra)+abs (errd)+abs(erralfa)+abs(errt)

Alternativ 3: Lat 2z = a® + (a — d)? — 2a(a — d) cos a och utnyttja felfortplantnings-
formeln E, = g—z|Ea+|%|Ed+|g—;|Ea. ’
Partialderivering ger g—z = 2a + 2(a—d) — 2(2a—d) cosa = 444, g—fl = 360,

92 =2.33-10°. E, = 444-100+360-20+2.33-10° - 1- %5 = 92200. Nu giller ocksa

z=c¢*> med E,=2cFE,. och E,= % = 65.2. Hastighetsfolmeln v = ¢/t medfor
R,=R.+R;= % + % = % + % = 0.10 = 10%. Relativa felet i hastighetsvardet

kan uppga till tio procent. Tio procent av 255 &r 25.5 och svaret blir som tidigare
255 + 26 km /h.

e” =3 2"/n! dir termen t,41 erhélls som ¢,x/n. Programmet nedan samlar
alla termer i en vektor och med bar (termer) far vi ett stapeldiagram som illustrerar
termernas stora variation.

nr=0;
for x=-5:-5:-20
s=1; t=1; n=0; termer=t; trunkfel=0.5e-14*exp(x);
while abs(t)>trunkfel, n=n+1; t=t*x/n; s=s+t; termer=[termer; t]; end
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tmax=max (abs (termer) ) ;
nr=nr+1; subplot(2,4,nr), bar(termer), axis([0 40 -tmax tmax])
exx=exp(x); disp([x tmax s exx (s-exx)/exx])

end
X maxterm s exp(x) relfel
-5 2.6042e+01 6.7379e-03 6.7379e-03 -2.1266e-13
-10 2.7557e+03 4.5400e-05 4.5400e-05 -3.0717e-09
-15 3.3486e+05 3.0591e-07 3.0590e-07 2.3208e-05
-20 4.3100e+07 5.6219e-09 2.0612e-09 1.7275e+00

Eftersom x &r negativt &r serien alternerande. Da vet vi att trunkeringsfelet ar
mindre #n den sist medtagna termen 0.5 - 107'* e®, dvs relativa trunkeringsfelet
blir hégst 0.5 - 10714 och resultatet borde ha 14 korrekta siffror. Sista kolumnen i
tabellen visar det verkliga relativfelet som inte alls haller sig omkring 10714, Det ér
termernas kolossalt varierande storlek i kombination med datorns &ndliga precision
pa sexton siffror som orsakar det daliga resultatet.

x10° x 10’
4
20 2000
2 2
10 1000
0 0 0 0
-10 -1000 i
-2
-20 -2000
-4
0 20 40 0 20 40 0 20 40 0 20 40
For fallet & = —15 giller att stérsta termen dr 3.3 - 10° som har sex heltalssiffror

och tio korrekta decimaler (absolutfel 0.5 - 10719). Relativfelet i summan blir (om
vi bedémer att dvriga termers absolutfel kan férsummas eller tar ut varandra):
0.5-1071%/5 = 0.5-10710/3.059 - 107"~ 2 - 10~%. Det numeriska experimentet ger
relativfelet 2.3 - 107°, en faktor tio bittre &n vad vér felskattning visar.

For fallet = —20 &r storsta termen i summan 4.3 - 107 som har atta heltals-
siffror. Datorprecisionen pa max sexton siffror begrdnsar da antalet decimaler i
maxtermen till atta (absolutfel 0.5-1078). Det finns ingen mojlighet att fa en enda
korrekt siffra i seriesumman s eftersom s-vérdet har storleksordningen 1079,

a) Osikerheten i enskilda indatavirden #r tydligen hogst 0.5 - 1073, Losningen till
det ostorda problemet finns i uppgiftsformuleringen, och l6sningen till det pro-
blem som erhalls d& a;; = —0.400 + 0.0005 ges av foljande MATLAB-sekvens (vi
forutsitter att A och b redan definierats):
B=A; B(1,1)=A(1,1)+0.0005; xs=B; es=xs-x

Resultat: es = (—0.0030, —0.0015, —0.0045, —0.0015).

Om vi subtraherar 0.0005 fran a;; och 16ser problemet pa nytt och berédknar skillna-
den mellan stérd och ostord 16sning, sa blir resultatet detsamma som ovan men med
ombytt tecken. For alla virden —0.400 — 0.0005 < a1; < —0.400 + 0.0005 erhalls
en stord 16sning x, som #r sadan att |x, — x| < (0.0030, 0.0015, 0.0045, 0.0015)7.



8.11

8. TILLFORLITLIGHETSBEDOMNING 97

Vi konstaterar saledes att de méjliga storningarna i indatavirdet a1, som vérst
kan ge upphov till stérningar i utdatavirdena enligt ovan. Detta ar bidraget till den
totala osékerheten eller totala felet (i var och en av komponenterna av 18sningen)
fran en stérning i ai;.

b) For att fa en grins for det totala felet maste bidragen fran samtliga felkéllor
summeras! Funktionen nedan beréknar storningen Ex i 16sningen till Ax = b.
Stérningen i matrisen dr Ea (matris) och storningen i hogerledet b ar Eb (vektor).

function [x,Ex]=exfel(A,b,Ea,Eb)
x=A\b; Ex=zeros(size(x)); [n,nm]=size(A);
for i=1:n, for j=1:n
if Ea(i,j)™=0
Ae=A; Ae(i,j)=A(i,j)+Ea(i,j); ex=abs(Ae\b-x); Ex=Extex;
end, end, end

for i=1:n
if Eb(i)~=0
be=b; be(i)=b(i)+Eb(i); ex=abs(A\be-x); Ex=Ex+ex;
end, end

Algoritmen innehaller nagra slingor dir vi successivt stor ett indatavirde i taget,
16ser det storda problemet och berdknar beloppen av stérningen i l6sningsvektorn.
Vektorn Ex anvinder vi for att ackumulera summan av bidragen fran de olika fel-
killorna. Om ett indatavirde har felgransen noll, s hoppar vi 6ver motsvarande
kalkyl. Arbetsvolymen blir cirka (n? + n)n3/3 ~ n’/3 multiplikationer for 16sning
och felberikning. (Funktionen kan goras visentligt snabbare, cirka 7n3/3 multi-
plikationer, om man utnyttjar det faktum att alla ekvationssystem som loses ar
néistan desamma.)

Ed=0.5e-3; Ea=Ed*ones(size(A)); Eb=Ed*ones(size(b));
[x,Ex]=exfel(A,b,Ea,Eb); [x Ex]

Absolutfelen visar sig bli hogst 0.03 i samtliga komponenter av 16sningen, s& Emil
tror pa den 16sning han beréknat.

a) Vi formulerar ett linjart ekvationssystem enligt

t=[2 5 9]’; A=[ones(3,1) t t."2/2];
s=[8.7 40.9 125.7]°; x=A\s

och far 16sningen sy = 2.1857, vy = 0.2667, a = 2.9905.

b) Relativa osékerheten i losningsvektorn x begridnsas av konditionstalet for A
multiplicerat med relativa osékerheten i hogerledet s, alltsa 202-0.05/125.7 = 0.08.
Saledes géller: normen for felet i x < 0.08 - 2.9905 < 0.24.
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c)
tsav=t; ssav=s; Ex=[0 0 0]’;
for i=1:3, s=ssav; s(i)=s(i)+0.05; xx=A\s; Ex=Ex+abs(x-xx); end
xfelHL=Ex, s=ssav;
for i=1:3
t=tsav; t(i)=t(i)+0.01;
A=[ones(3,1) t t.72/2]; xx=A\s; Ex=Ex+abs(x-xx);
end, x_med_felskattning=[x Ex]

Resultat: xfelHL = 0.2000 0.0917 0.0167
x_med_felskattning =
2.1857 0.2459
0.2667 0.1166
2.9905 0.0217

Jamfort med resultatet i uppgift b, s& har vi hiar mer detaljerad information om
osédkerheten i komponenterna. Som synes dr begynnelsehastigheten daligt bestdmd
med osékerhet redan i forsta siffran, medan accelerationsvirdet 2.99 har mindre &n
tva procents fel. Omskrivning av modellen forbattrar inte dessa skattningar.

9 Blandade uppgifter

Vi berdknar forst en approximation till V = _fooo C(t)dt genom att anvinda tra-

petsregeln pa f014 C(t)dt. Med steglangderna h = 1 och h = 2 erhélls virdena 50.5
resp 52.2. En extrapolation ger en béttre integralapproximation V' = 49.93. Trun-
keringsfelet skattas som avvikelsen mellan 49.93 och 50.5, allts& 0.57, och felet pa
grund av osékerhet i tabellvirdena uppgar maximalt till 14 - 0.05 = 0.7. Integralen
ar alltsd V' = 49.9+ 1.3. Nu kan E(¢t) berdknas enligt formeln E(t) = C(t)/V.
En grins for relativa felet i E(t) kan skattas med summan av de relativa felen i
C(t) och V, dvs 0.05/C(t) + 1.3/49.9. Absolutfelet far vi sedan genom att mul-
tiplicera med E(t). For nagra utvalda ¢-virden far vi: FE(1) = 0.0200 £ 0.0015,
E(4) = 0.2003 £+ 0.0062, E(11) = 0.0200 = 0.0015. Samtliga E(t)-vérden berak-
nas pa detta sitt. Utgaende fran tabellen 6ver E-virdena berdknas sedan de tva
aterstaende integralerna med trapetsregeln med en extrapolation.

t=(0:14)?; C=[0 1 58 1086 43 2.2 1.51.0 0.6 0.2 0]7;
td=[0:2:14]’; Cd=C(1:2:15);

Vh=sum(C); Vd=2*sum(Cd); V=Vh+(Vh-Vd)/3, errV=abs(V-Vh)
Eh=C/V; Ed=Cd/V;

tauh=sum(t.*Eh); taud=2*sum(td.*Ed) ;
tau=tauh+(tauh-taud) /3, errtau=abs(tau-tauh)
sh=sum((t-tau).~2.*Eh); sd=2*sum((td-tau)."2.*Ed);
sigma2=sh+(sh-sd)/3, errsigma2=abs(sigma2-sh)

Resultatet blir 7 = 5.14 4 0.04 och o2 = 6.00 & 0.05. Felgrénserna hir utgérs
endast av skattat trunkeringsfel i integralberdkningarna. Fel pa grund av osékerhet



9.2

9. BLANDADE UPPGIFTER 99

i E(t)-vardena skattas experimentellt: Vi stor ett indatavirde i taget (fran C(1)
till C(13)) med storningen 0.05, berdknar dess inverkan pa resulterande 7 och o2
och adderar de tretton bidragen. Berdkningarna ger ett maximalt felbidrag i 7 pa
0.05 och i ¢ pa 0.20. Felet adderas till trunkeringsfelet och ger: 7 = 5.14 + 0.09
och 02 =6.040.25. Storheten ¢ = 02/7% = 0.227 £ 0.018 ingér i ekvationen som
sedan ska behandlas.

Nu ska ekvationen 16sas. Multiplicera upp Q2 sa erhalls F(Q) = cQ? — 2Q +
2—2¢~9 = 0. Rita upp funktionskurvan i limpligt intervall. Den har nollstélle vid
@ = 0 (som &r en falsk rot) och vid @ ~ 8 som tas som startgissning till roten.
Med Newton-Raphsons metod och relativa toleransen 10~% i avbrottskriteriet blir
roten () =7.66. Viss osikerhet finns eftersom c inte ar exakt bestdmd. Rotberak-
ningen gors darfér om med stort virde pa ¢ (Cpae =0.245) och ger da vérdet 7.00.
Svaret bor lampligen anges Q = 7.7 £ 0.7.

a) Ljusplaceringen bestdms av ekvationen ehe® —1— %m =0 med k = 1/n%2.
Lampligt startvirde for ljuset pa n-te grenen dr x = n. Newton-Raphsons metod
ar lamplig. De fem x-koordinaterna blir 0.8816, 1.8853, 2.8566, 3.7970, 4.7114.
Tillhérande y-koordinater har virdet +z/3.

b) Rotationsvolymen for n-te grenpartiet bestéms av formeln v = 7 [ (g, (2))* dz
dér integrandfunktionen definieras av

function f=fgranvol(x)
global n
k=1/sqrt(n~3); g=(exp(k*x."2)-1)/4; f=pixg.~2;

Volymen blir summan av fem delvolymer, berdknade enligt koden nedan. Delvoly-
merna dr 0.0862, 0.4931, 1.4366, 3.1672, 6.0120 och hela granvolymen blir 11.1950.

Halva volymvérdet &r 5.5975 och vi konstaterar att sista grenpartiet 4 <ax <5
utgdr mer dn halva volymen. Det innebér att z-virdet déar granen ska klyvas maste
vara lite storre dn 4. Vi tar o = 4.1 som startvérde till ekvationen F(«) = 0 déar
Fla)y=m7 fj(g5 (z))* dxr — 5.5975. Lés med Newton-Raphsons metod och utnyttja
att F'(a) = —n(gs(a))?. Losningen, alltsa z-virdet, beriknas med fem siffrors
noggrannhet. I programkoden beréknas integralvirdena med &tta siffrors precision
for att integrationsfelet ska vara forsumbart.

global n
volym=0;
for n=1:5, V=quad(@fgranvol,n-1,n,0.5e-8), volym=volym+V; end, volym
halvvolym=volym/2
x=4.1; h=1;
while abs(h/x)>0.5e-5
F=quad(@fgranvol,x,5,0.5e-8)-halvvolym;
k=1/sqrt(5673); g=(exp(k#*x."2)-1)/4; Fprim=-pi*g~2; h=-F/Fprim; x=x+h;
end
xklyv=x
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Granvolymen klyvs i tva lika delar om snittet ldggs vid z = 4.1757.

¢) Infor u; = v och ug = v’ s& erhalls v} = uy och ufy = kx(\/mTuz + 4ug) dér
k = 1/n*?. Hogerledsfunktionen blir

function f=fgran(x,u)
global n
k=1/sqrt(n~3); f=[u(2) kxx*(sqrt(pi*u(2))+4*u(2))]1’;

och de fem delvolymerna bestams av

global n
volym=0;
for n=5:-1:1
u0=[0 pi*(exp(sqrt(n))-1)-2/16]7;
[x,ul=o0ded45(@fgran, [-n -n+1],u0); V=u(end,1), volym=volym+V;
end, volym

Resultatet dverensstdmmer med volymvérdena i uppgift b.



