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Mastarprov 1: Jobbig labyrint  Algoritmen

Jobbig labyrint

Algoritmen

Grafproblem. Vi ska hitta den kortaste vagen fran punkt A till punkt B
genom en labyrint.

Grafrepresentation:

o L3t varje ruta i labyrinten motsvara en nod.
e Bilda kanter mellan varje nod och dess narliggande rutor.

Anvand Dijkstras algoritm. Behdvs modifikationer:
e Vikterna &r i noderna istillet for pa kanterna.
e Maste ta hansyn till diken. Dessa kostar 100 enheter extra, samt kan endast
hoppas 6ver om man har total anstréngning strikt mindre dn 1000 fére hoppet.

Se Viggos pseudokod.
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Mastarprov 1: Jobbig labyrint ~ Tidskomplexitet

Jobbig labyrint

Tidskomplexitet

Antalet diken 3r mindre &n fyra ginger antalet hérn, sé |E| € O(|V]).
Betrakta de olika delarna av koden

e Konstruerar grafen pd O(|V]).
e Bygger upp en heap pé tiden |V]log|V].
e Kor while-slingan maximalt |V'| gédnger, varje varv tar tid O(log V).
e Sammantaget fér vi tidskomplexiteten O(|V|log|V|) = O(n?logn?). Kan
forenklas. Hur?

Kom ihag logaritmlagen
loga® = bloga

Denna ger n?logn? = 2n?logn, s3 komplexiteten kan ocks3 skrivas
O(n%logn).
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Mastarprov 1: Lador i lador

Lador i lador

Generellt

@ En ldda Ly = (I3, hy1,dy) far plats i en l1dda Ly = (I3, ha,d2) om det finns en
rotation (véltning) av Lq s& att L &r strikt mindre dn Ly pd varje ledd.
@ Hur tar vi reda pd om L, far platsi Ly?

o Ett sitt: Betrakta alla permutationer av (I1, h1,d1) och jamfér varje
permutation komponentvis med den andra |ddan (viktigt komma ihg alla 6
fall).

o Enklare: Sortera alla langd-tuplar inbordes och jamfor.

@ Vi ska givet en mangd lador och deras matt ta reda pad den langsta kedjan av
Iddor som far plats i varandra.

o Vi kommer betrakta flera olika sitt att [6sa problemet p3, och jamféra dem
med varandra.
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Mastarprov 1: Lador i lador Lésning 1

Lador i [ador
Lésning 1

@ Konstruera en riktad graf med lddorna som noder. Dra en kant fran en lada
Ly till en 1ada Ly omm lada L, far plats i lada Lo.

o Grafen maste vara acyklisk. Varfor?

@ Vi soker langsta vdgen i grafen. Denna kan vi hitta t.ex. med hjilp av
Floyd-Warshall. Hur?

o Vi later alla kanter ha vikten —1 och soker istdllet den kortaste vagen.
Floyd-Warshall klarar av grafer med negativa kantvikter, sa lange negativa
cykler saknas.

e Tidskomplexitet: O(n?).
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Mastarprov 1: Lador i lador Lésning 2

Lador i [ador
Lésning 2

o Bilda p&d samma sitt som tidigare en DAG av lddorna, med kanter som visar
vilken [&da som far plats i vilken. Vi vill hitta langsta vagen i denna graf.

@ Hur kan vi géra det snabbare in O(n?)?
o |dé: Kan vi inte bara traversera grafen rekursivt?
o Finns det ndgot problem med foljande algoritm?
1: Anropa denna funktion for varje nod, och vilj det storsta vardet.

2: function LONGESTPATH(node)
3: best + 1

4: for v € node.neighbours do
5: best < max(best, LONGESTPATH(v) + 1)
6: return best

o Betrakta till exempel fallet da alla [&dor ingar i den ldngsta kedjan. Vi ser att
tidskomplexiteten blir exponentiell. Hur I8ser vi detta?
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Mastarprov 1: Lador i lador Lésning 2

Lador i [ador
Lésning 2

@ Vi berdknar samma sak valdigt manga ganger.

@ Problemet kan brytas ned i 6verlappande delproblem. Later som ett jobb for
dynamisk programmering!

@ Losning med memoisering:

1: dp « Array(n) > Initialisera till 0
2. Anropa denna funktion for varje nod, och valj det storsta vardet.
3: function LONGESTPATH(node)

4: if dp[node] > 0 then return dp[node]

5; best 1

6: for v € node.neighbours do

7 best « max(best, LONGESTPATH(v) + 1)
8: dp[node] < best

9: return best
e Tidskomplexitet: O(n?)
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Mastarprov 1: Lador i lador Lésning 3

Lador i [ador
L6sning 3

@ Memoisering har dock délig minneslokalitet och en del overhead. Hur kan vi
[6sa detta med vanlig bottom-up-DP?

@ Vi behdver en berdkningsordning.

@ Hitta en topologisk sortering! En ordning av lddorna sddan att om ldda A far
plats i l1ada B sa ligger 1ada A fére 1dda B i listan.

e Vi kan konstruera grafen och anvdnda en sedvanlig algoritm fér topologisk
sortering.

e Sortera lddorna med avseende pé volym.

e Sortera lddorna med avseende pad deras minsta matt.

@ Se Viggos pseudokod.
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Mastarprov 1: Tung delmatris

Tung delmatris

e L&t T, j] vara antalet tunga tal i matrisen A[1..4, 1..5].

@ Antalet tunga tal i n x n-submatrisen med sitt nedre hégra horm i (p,q) ar da
(inklusion-exklusion)

Tlp,q] —Tlp—n,q = Tlp,q—n]+T[p—n,q—n]

@ Vi kan berdkna T'[i, j] med hjélp av dynamisk programmering.

TV, j] 0 omi=20eller =0
Z’ = . . . . .
J T[i — 1,7] + antalet tunga element i Ti, 1..7] annars.

@ Se Viggos pseudokod. Tidskomplexitet: O(n?). Undre grins: Q(n?), ty vi
maste titta pa alla tal.
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Oavgdrbarhet Lite repetition

Oavgorbarhet

Lite repetition

o Ett problem som har en algoritm som fér alla instanser kan hitta en lésning i
andlig tid kallas avgdrbart.

@ Ett problem som inte kan I6sas i dndlig tid av ndgon algoritm kallas
oavgorbart.

@ For beslutsproblem talar man om avgdérbarhet. For ovriga problem talar man
istdllet om berikningsbarhet (definieras analogt).

@ Stopproblemet ar oavgorbart. (Givet ett program P och indata X, kommer P
nigonsin att terminera om det startas med X7)

@ Motsagelsebevis: For att bevisa ett pastdende p, antag —p och hérled
motsigelse. D& maste p vara sant.

o Exempel. Vi vill visa P oavgorbart. Antag att P &r avgdrbart och reducera
stopproblemet till P. Antagandet att P var avgorbart maste vara falskt.
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 1

Problemet orm i kakel tar som indata en mangd T av kakelplattstyper och tva
punkter p; och ps i planet. Frdgan dr om det gar att anvdndande endast
kakeltyper i T' kakla en orm som ringlar sig fran p; till p2, som inte bryter
kakelmdnstret ndgonstans och som hela tiden haller sig i det 6vre halvplanet.
Detta problem ar oavgorbart.

Ar féljande varianter av ormproblemet avgérbara eller oavgérbara?

a) Indata utvidgas med en fjirde parameter, en kakeltyp t € T'. Forsta
kakelplattan (den som ticker p;) méaste vara av typ t.

Antag att denna variant dr avgorbar. D3 kan vi I6sa det ursprungliga

ormproblemet genom att gora ett anrop till detta for varje kakeltyp. Motsagelse.

Svar: Oavgoérbart.
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 1

b) Indata utvidgas med ett tal N och frdgan utvidgas med bivillkoret att ormen
méste bestd av hégst N plattor.

Avgorbart, ty vi kan nu l6sa problemet med totalsokning, da det bara finns ett
andligt antal mojliga ormar.

) Indata utvidgas med ett tal N och fragan utvidgas med bivillkoret att ormen
maste bestd av dtminstone N plattor.

Oavgorbart. Bevis:
Antag att denna variant dr avgdrbar. D3 kan vi I6sa det ursprungliga problemet
genom att anropa denna variant med N = 1. Men det ursprungliga problemet ar

oavgorbart, s det dr en motsagelse. Saledes kan inte denna variant vara avgorbar.
O
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 2

Friga: Finns det nagot explicit program P s3 att det givet y ar avgdrbart huruvida
P stannar pa indata y?

Betrakta foljande program:
1: function P(y)

2: return

Uppenbarligen sa finns det massor av sddana program.
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 3

Fraga: Finns det nagot explicit program P s3 att det givet y ar oavgdrbart
huruvida P stannar ps indata y?

L&t P vara en interpretator och indata y vara ett program z féljt av indata 7/ till
det programmet.

P(y) beter sig alltsd precis som programmet z skulle géra pa indata 4/, och det dr

ju oavgodrbart huruvida ett program z stannar pd ett visst indata y'. Svaret ar
alltsa ja.
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 4

Fraga: Om programmet x stannar pd tomt indata s3 later vi f(x) vara antalet
steg innan det stannar. Annars satter vi f(x) = 0. Definiera nu MR(y), den
maximala kértiden 6ver alla program vars bindra kodning dr mindre an y.

MR(y) = max f (x)

z<y
Ar MR berikningsbar?

Nej. Vi vet att det &r oavgdrbart huruvida ett program stannar pa blankt indata.
Reducera detta problem till MR(y).

o Notera att om programmet y stannar, sd gor det det pd hégst MR(y) steg.

@ Simulera darfoér y pa blankt indata i MR(y) steg och kolla om det stannar.
Om det inte gor det s3 vet vi att det aldrig stannar.

Se Viggos pseudokod.
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 5

Problem: Visa att funktionen MR i féregdende uppgift viaxer snabbare dn varje
rekursiv (berdkningsbar) funktion.

Visa ndrmare bestimt att det for varje rekursiv funktion g finns ett y s3 att
MR(y) > g(y)-

Ledtradd: Tank pa foregdende uppgift. Anvand motsigelsebevis.

@ Antag motsatsen, dvs att det finns en rekursiv funktion g sa att
g(y) > MR(y) for alla y.

@ Betrakta nu I8sningen till féregdende problem. Eftersom g(y) > MR(y) kan
vi lika garna simulera programmet i g(y) steg istéllet for MR(y) steg.

@ Detta betyder alltsd att programmet med den férandringen ar berdkningsbart,
men det vet vi att det inte kan vara. Motsagelse.
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Oavgérbarhet  Problem 1

Problem 6

Fraga: Anta att en turingmaskin M, indata X (som stdr pd bandet fran bérjan)
och en heltalskonstant K ar givna. Ar féljande problem avgérbart eller oavgérbart?

Stannar M p3 indata X efter att ha anvint hégst K rutor ps bandet (en anvind
ruta far skrivas och lisas flera ganger)?
Detta ar faktiskt avgorbart! Varfor?

@ Turingmaskinen maste halla sig inom K rutor pd bandet —>
Turingmaskinen har endast ett dndligt antal méjliga konfigurationer (6ver
dessa rutor).

e Om maskinen har m tillstdnd, s3 &r antalet konfigurationer m - K - 3%,

@ Simulera maskinen m - K - 3% 4+ 1 steg. Kontroller att den inte rér sig dver
fler an K rutor.

@ Om den stannar inom denna tid svarar vi ja. Om den inte har stannat maste
den ha dterkommit till en gammal konfiguration, och vara fast i en odndlig
slinga. Svara nej.
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Oavgdrbarhet  Problem 7

Problem 7

En rekursivt uppriknelig mangd definierades pa féreldsningen som ett sprak som
kan kannas igen av en funktion vars ja-ldsningar kan verifieras dndligt.

En alternativ definition &r en mangd som ar uppraknelig (elementet kan numreras
med naturliga tal) och kan produceras av en algoritm.

Anvand den senare definitionen och visa att varje rekursiv mangd ocksa ar
rekursivt uppriknelig.

Vi vill visa att om en miangd S &r rekursiv (det finns en berikningsbar algoritm
som kan avgdra vilka element som tillhdr S) s3 r S uppriknelig och kan
produceras av en algoritm.

S3, om S ar en rekursiv mangd, sé finns det en algoritm A(z) som returnerar true
omm z € S. Vi antar att elementen i S lagras som bindra strangar.

1: for i < 0 to co do
2: if A(i) then write ¢
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Oavgérbarhet  Problem 8

Problem 8

Den diagonaliserade stoppméngden bestir av alla program p som stannar pa
indata p. Visa att denna mangd ar rekursivt uppriknelig.

Visualisering: odndlig tabell.

1: for i < 0 to oo do

2: for p < 0 to i do

3: Simulera berdkningen p(p) under i steg
4: if p(p) stannar inom i steg then write p

Notera: samma p kommer skrivas ut manga ganger. Enkelt att fixa. Hur?
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N3asta gang

Nasta gang

@ Redovisning av teoriuppgifter for labb 4
o NP-fullstandighetsbevis
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