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Idag

@ Bevis av NP-fullstdndighet

@ Labbteoriredovisning infor labb 4



Uppgift 1 - Vad siger reduktionerna?

Vad sager reduktionerna?

A, B,C,D och E ar beslutsproblem. B ar NP-fullstindigt. Det finns polynomiska
Karpreduktioner mellan problemen enligt diagrammet:

A —- B < C « D

1
E

Avgér vilka problem som ligger i NP, vilka som dr NP-svara, samt vilka som ar
NP-fullstindiga.

Kom ihag;:
o Ett problem tillhér NP om det kan verifieras pa polynomisk tid.
o Ett problem A dr NP-svart om varje problem i NP kan reduceras till A.
o Ett problem ar NP-fullstindigt om det ligger i NP och dr NP-svart.
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Bevis av NP-fullstindighet

Bevis av NP-fullstandighet

Vad bor ingd i ett bevis?

S&g att vi vill visa att problemet A dr NP-fullstandigt. Da bor vi utféra foéljande
steg:

1.

Visa att A € NP.

a) Foresla vad en I8sning kan vara.

b) Visa att om svaret ir ja s kan I8sningen verifieras.
c) Visa att verifikationen tar polynomisk tid.

. Visa att A ar NP-svart.

) Hitta ett kidnt NP-fullstindigt problem B att reducera.
) Hitta och beskriv en karp-reduktion av B till A.
)
)

Bevisa att reduktionen ar polynomisk.
Bevisa att reduktionen ar korrekt.

i) Visa att ja-instanser mappas till ja-instanser och nej-instanser till nej-instanser.
Vi vet sedan att B <, A.

Nu har vi visat att A ar NP-fullstandigt!
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Bevis av NP-fullstandigt Frek llokering

Frekvensallokering

Vi har ett antal sdndare, som alla ska ska sdnda pa en viss frekvens. Varje sindare
har en uppsattning tillatna frekvenser. Vissa sandare ar s3 nara varandra att de
inte kan sinda pa samma frekvens utan att stora varandra. Vi vet alltsd foljande:

@ Vilka sdndare som finns.
@ Varje sindares frekvensupsattning.

@ Vilka par av siandare som skulle stéra varandra om de sdnde pd samma
frekvens.

Problemet ar att avgdra om det finns ndgot mgjligt val av frekvenser sa att ingen
sandare stor en annan. Visa att problemet dr NP-fullstandigt.

Formulera problemet som ett grafproblem

Lat horn motsvara sindare och 13t det ga en kant mellan sdndare som riskerar
stora varandra. Varje horn v; dr markt med en frekvensuppsattning F;.
Frégan: Gar det att tilldela varje hérn v; en frekvens fran F; sd att inga
narliggande horn har samma frekvens?
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Bevis av NP-fullstandigt Frek llokering

Frekvensallokering

1. Visa att Frekvensallokering ligger i NP.
a) L&t en I6sning vara en frekvenstilldelning till varje hérn.
b) En l&ésning kan verifieras genom att
o G3 igenom varje horn v; och verifiera att dess frekvens tillhor F;.
o Ga igenom varje kant (v, u) och verifiera att v och w har olika frekvenser.
c) Verifieringen tar linjir tid i grafens storlek och ir ddrmed polynomisk.
2. Visa att Frekvensallokering ar NP-svart.
a) Vilket kdnt NP-fullstindigt problem ska vi reducera?
Graffargning ar lampligt.
b) 1: function K-FARGNING(G, k)
2: for varje horn v; i grafen G do
3: FZ(*{L,IC}
4 return frekvensallokering(G, {Fi})
c) Det enda reduktionen gor dr att skapa en k-mingd for varje hérn i grafen.
Uppenbart polynomiskt.
d) Korrekthetsbevis, se nista sida.

Nar korrekthetsbeviset &r slutfort kan vi dra slutsatsen att Frekvensallokering ar
NP-fullstandigt.
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Bevis av NP-fullstandigt Frek llokering

Frekvensallokering

Korrekthet for reduktionen

Sig att reduktionen omvandlar en instans s av k-fargning till en instans s’ av

frekvensallokering. Vi vill visa att de bada instanserna ger samma svar, dvs:

1. Om s ar en ja-instans av graffargning sd dr s’ en ja-instans av
frekvensallokering.

2. Om s’ ar en ja-instans av frekvensallokering s§ ir s en ja-instans av
graffargning.

| vart fall kan detta Oversattas till att vi vill visa:

Det finns en k-fargning av grafen G <= Det finns en tilldten frekvenstilldelning
till G dar alla horn har frekvensuppsattningen {1,...,k}.

= : Antag att vi har en k-fargning av G. Numrera fargerna 1 till k. Om
ett horn fatt fargen ¢, 13t motsvarande sindare fa frekvensen .
Detta blir en tillaten tilldelning, eftersom vi utgick fran en tillaten
k-fargning.

<=: Antag att vi har en tilldten frekvenstilldelning. Vi far en k-fargning
genom att lata ett hérn fa firg ¢ om motsvarande séndare har fatt
frekvens 1.
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Bevis av NP-fullstindighet Hamiltonsk stig i graf

Hamiltonsk stig i graf

Visa att problemet HAMILTONIAN PATH &r NP-fullstindigt. Kom ihag: En
hamiltonsk stig &r en stig som besoker varje horn exakt en gang.

1. Visa att HAMILTONIAN PATH ligger i NP.
Lat en I6sning vara en sekvens av noder. Vi kan verifiera denna genom att
kontrollera att narliggande noder har kanter mellan sig, samt att varje nod
forekommer exakt en géng. Detta gar uppenbart att géra pd polynomisk tid.

2. Visa att HAMILTONIAN PATH ar NP-svart.

e Vi véljer att reducera HAMILTONIAN CYCLE.

o Vi vill givet en graf G konstruera en graf G’ sidan att G har en hamiltoncykel
om och endast om G’ har en hamiltonstig.

e Vilj en nod u och “kopiera” den till en ny nod u’ med “samma kanter”. Ligg
till tvd nya noder v, v’ som kopplas till varsin kopia.

o Antag att G har en hamiltoncykel. D3 kan vi bilda en hamiltonstig i G’ genom
att borja i v, folja cykeln till u’ och slutligen till v’.

o Antag att G’ har en hamiltonstig. M3ste ha dndpunkter i v och v'. Om vi
struntar i dessa har vi en stig fran u till w'. Om vi |3ter stigen g3 till u istillet for
u’ har vi en hamiltoncykel i G.

En konstruktion av detta slag kallas for en gadget.
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Bevis av NP-fullstindighet ~ Spinnande trid med begrinsat gradtal

Spannande trad med begransat gradtal

Givet en oriktad graf G = (V, E) och ett heltal k, avgor ifall G innehéller ett
spdnnande trdd T sa att varje horn i tradet har gradtal hogst k.
Visa att problemet dr NP-fullstandigt.

1.

Visa att spannande trad-problemet tillhor NP.

Definiera en 16sning som ett trdd 7" som &r en subgraf till G. Verifiera en
I6sning genom att kolla att det &r ett trad, att alla noder ar med, samt att
varje gradtal dr hogst k. Detta gors enkelt pa polynomisk tid.

Visa att spannande trad-problemet dr NP-svart.

Vi reducerar Hamiltonstig. Hur?

1: function HAMILTONSTIG(G)
2: return SPANNANDETRAD(G, 2)

Vill visa att G har en hamiltonstig <= G har ett spannande trdd dar alla
noder har gradtal hogst 2.
=: Antag att G har en hamiltonstig. Men denna &r ett trad,
besdker alla noder och forgrenar sig inte. Ar allts3 ett
spannande trad dar alla noder har grad < 2.
<=: Vi kan pa liknande satt se att ett spannande trdd med alla

noder av grad < 2 maste vara en hamiltonstig.
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Bevis av NP-fullstindighet Polynomisk reduktion

Polynomisk reduktion

Konstruera en polynomisk reduktion av 3CNF-SAT till EQ-GF[2].
3CNF-SAT: Vi har ett boolskt uttryck som t.ex. foljande:

o(x1, T2, 23,24) = (k1 Va2 VI3) A (22 Vo3 VTL) A (TTV 23V 24)
Finns det en variabeltilldelning s3 att uttrycket ar satisfierat?

EQ-GF[2]: Givet ett system av polynomekvationer Sver heltalen modulo 2,
existerar det en |6sning?

Losning:
@ Vi borjar med ett enklare problem: Kan vi fér en viss klausul fran 3CNF-SAT

hitta en polynomekvation mod 2 som ar uppfylld om och endast om
klausulen ar satisfierad?
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Bevis av NP-fullstindighet Polynomisk reduktion

Polynomisk reduktion

Sag att vi har klausulen (x V y V 2). Kan vi konstruera en ekvation som ar uppfylld
om och endast om klausulen dr uppfylld?

1. Antag att endast en av x,y, z &r sann. Jamfér (z V y V z) med

r+y+z=1

2. Antag att max tva av z,y, z ar sanna. Jamfor (x V y V z) med

zr+y+z+aryt+yz+arz=1

3. Generellt: jamfér (z VyV z) med

r+y+zt+ayt+yz+azt+ayz=1

Vad gor vi av negationer, som T? Ersatt med (1 + ).
Vi kan alltsd reducera 3CNF-sAT till EQ-GF|[2] genom att enligt ovan konstruera
en ekvation @Q; for varje klausul C;, och bilda ekvationssystemet @ av alla Q;.
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Bevis av NP-fullstindighet Polynomisk reduktion

Polynomisk reduktion

Bevis

Vi bdrjar med att notera att (14 x) &dr inversen till z, ty 1 +1=00ch 1+0 =1,
sd vi kan utan inskrénkning endast betrakta literaler.

<=: Antag att en ekvation @); ar satisfierbar. D3 finns det en
variabeltilldelning s3 att vansterledet summeras till 1. Denna
tilldelning gor enligt ovan s3 att minst en av literalerna i C; ar
sann. Klausulen ar allts3 satisfierbar. Om hela @Q ar satisfierbart s3
ar hela ¢ satisfierbar.

—: Om ¢ &r satisfierad, s finns det en varabeltilldelning sd att varje
klausul &r satisfierad. Det finns da tre fall for varje klausul C;:
antingen ar 1, 2 eller 3 literaler sanna. Enligt hur vi konstruerar @;
s& kommer den vara satisfierbar i alla dessa fall.
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Bevis av NP-fullstindighet

Ar en Eulergraf k-fargbar?

Ar en Eulergraf k-firgbar?

Betrakta beslutsproblemet att givet en Eulergraf GG och ett heltal k£ > 3 avgora
om G ar k-fargbar. Ar detta NP-fullstandigt?

Ja. Ligger i NP, da det ar enkelt att verifiera om en [sning ar en korrekt fargning.
For att visa NP-svart sa reducerar vi k-fargningsproblemet.
@ Sig att vi har en graf G. Vi gor om den till en Eulergraf G’ enligt féljande:

e Handskakningslemmat = det finns ett jamnt antal noder med udda valens.
e Para ihop dessa noder tva och tva.

e For varje par, infor ett nytt horn, med en kant till vardera hérn i paret.
@ Varfor ir G’ en Eulergraf?

o Modifikationerna pédverkar inte antalet farger, varfor inte?
Visa G k-fargbar < G’ k-fargbar.

= Antag f en firgning av G (varje horn x far en farg f(x)). Definiera
fargningen f' av G”:
e Omuzed, f'(z)=f(x)
@ Om x ¢ G s3 finns det tvd grannhérn y, 2z € G. Lat f(x) vara
en godtycklig farg som &r skild fran f(y) och f(z2).
<=: Trivialt. Varfor?
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e e
Nasta gang

Vi fortsatter med fler och svarare NP-fullstindighetsbevis.
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