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1 Problemformulering

En slutspelsdatabas for schack &r en méngd av samtliga stillningar som kan
uppkomma med givna pjaser. Ett exempel &r Kung och Torn mot Kung.
En schackspelare ar vdl medveten om att det inte spelar nagon roll vilken
kant hon driver motstandarens kung mot (det ar endast mojligt att sétta
matt pa en kant med de givna pjéserna). Det torde finnas upprepningar
av, positionellt sett, samma stallning pa schackbréddet. Om det stammer
skulle det md&jligen kunna reducera antalet stallningar som behover lagras i
databasen. Hur ser sadana stéllningar ut, hur manga finns det och hur kan
man utnyttja situationen praktiskt? Vi ska se att likvardiga stéllningar kan
fas genom symmetriska operationer pa bréadet, och att antalet stéllningar
kan reduceras till runt 1/8 av totala antalet kombinationer.

2 Introduktion slutspelsdatabaser

Slutspel kallas den fas i ett schackparti da det bara ar ett fatal pjaser kvar pa
bradet. Vissa stallningar ar triviala for ena spelaren att vinna, exempelvis da
denna har dam och kung medan motstandaren endast har en kung. Andra
stallningar ar valkdnda remier, déar ingen kan vinna vid korrekt spel av bada,
som dam och kung mot torn och kung. Med andra kombinationer av pjéser
kan det vara av stor betydelse hur stéllningen ser ut, avstandet mellan kung-
arna och dylikt. En stéllning kan dock aldrig vara annat &n vinst for svart,
vinst for vit eller remi. Ett sétt att bevisa vilket som ar fallet for en given
stallning 4r med hjalp av en slutspelsdatabas. I en slutspelsdatabas lagras
samtliga stéllningar med de givna pjéserna, tillsammans med en indikering
om antingen forcerad matt inom ett visst antal drag, eller remi. Databasen
skapas med utgangspunkt i de stallningar som &r schack matt och hittar dar-
efter tidigare mojliga stallningar rekursivt tills samtliga giltiga stéllningar &r
inlagda. I dagsldget finns kompletta databaser med upp till fem pjéser. De
storre tar hundratals megabyte trots hard komprimering.

3 Problemanalys

Ett schackbréde bestar av 8 x 8 falt dar vi kan stélla olika pjaser med olika
egenskaper. Forutom boénderna foljer ingen pjas nagon speciell riktning pa
bradet. Vi kommer tills vidare betrakta stéllningar utan bonder. Vi kan fore-
stélla oss tva schackspelare som sitter hukade 6ver ett slutspel. Vi gar fram,
ursiktar oss, och roterar hela bradet ett kvarts varv. Ingen pjés har bytt falt
sa spelarna kan lugnt fortsidtta partiet. Vi kan fortsétta stora spelarna sa
bradet blir roterat ett halvt eller tre kvarts varv. De bada spelarna kanske
muttrar lite, men kan dndé fortsétta. Nasta dag ber vi vara tva vanner spela
pa ett dubbelsidigt brédde. Under varje pjéds limmar vi en magnet och under



bradet placerar vi en likadan pjéas. Nar en pjas flyttas kommer automatiskt
samma pjas under bradet flyttas. Nar de spelar som bést gar vi fram och
helt sonika vander pa bradet. Liksom nér vi roterade briadet har vi inte rub-
bat nagon pjéas, sa de kan fortsdtta. En stund senare géar vi fram och roterar
det uppochnedvanda bridet ett kvarts varv. Vi inser att vi &ven kan rotera
det uppochnedvianda bréidet ett eller flera kvartsvarv utan att det paverkar
partiet. Alla stdllningar vi kan fa fram genom dessa operationer, utan att
rubba nagon pjas, kallar vi ekvivalenta.

4 Symmetrioperationer

Vi har tva funktioner o, och 7 sddana att o roterar bradet ett kvarts varv
medsols och 7 vénder det i y-axeln. o(z,y) = (7 —y,x), 7(x,y) = (T — z,y).
Alla mojliga stallningar kallar vi identitetsstéllningen. Foljande atta sym-
metrier kan astadkommas genom kombinationer av de tva funktionerna o
och T:

(1) Identitetsstéllningen 1 (z,y) = (z,y)

(2) Bréadet roterat 90° o (z,y) = (7T—y,x)

(3) Brédet roterat 180° o2 (z,y)=(T—2,7—vy)
(4) Bréadet roterat 270° o3 (v,y) = (y,7T—x)

(5) Brédet vént T (x,y) =(7T—z,y)

(6) Bradet vint och roterat 90° 1o (x,y) = (y,z)

(7) Briidet viint och roterat 180° 702 (z,y) = (2,7 —y)

(8) Bridet viint och roterat 270° 7103 (z,y) = (7 —y,7 — x)

En godtycklig stillning kan allts& hittas med nagon av ovanstédende funk-
tioner i en reducerad databas av samtliga inekvivalenta giltiga stéllningar.
Det vill séga, har vi en databas med samtliga giltiga stallningar kan vi ta
bort alla on6diga stallningar som énda kan fas genom négon av ovanstaende
operationer. Operationerna kallar vi symmetrioperationer da de bibehéller
pjdsernas symmetri.

5 Antalet inekvivalenta stallningar

Vi numrerar vart schackbrades axlar a-h och 1-8, och kallar vit kung K, vit
torn T, svart kung k och observerar féljande:

(1) kal, Th2, Kb3 (2) kal, Th2, Kc2

(3) ka8, Tb7, Kb6 (4) ka8, Th7, Kc7

(5) kh8, Tg7, Kgb6 (6) kh8, Tg7, Kf7

(7) khl, Tg2, Kg3 (8) khl, Tg2, Kf2
Ar alla ekvivalenta med varandra. Star diremot pjéserna pa samma diagonal
har vi endast fyra olika ekvivalenta stéllningar:



(1) kal, Th2, Ke3 (2) ka8, Th7, Kc6

(3) kh8, Tg7, Kf6 (4) khl, Tg2, Kf3
Tva stéllningar i samma slutspel kan med andra ord ha olika manga ekviva-
lenser. Darmed gar det inte att direkt dividera totala antalet stallningar med
antalet symmetrioperationer. Vi har en méngd av alla stallningar, kallad X.
En stéllning i X betecknar vi . Gruppen med de atta symmetrioperationer-
na betecknar vi G. Varje symmetrioperation kan allmént betecknas g = g(x)
da de tar en stéllning fran X och transformerar den till en annan. For varje
9iG definierar vi en méngd F' som innehaller alla stéllningar i X sadana att
g(x) ger exakt samma stallning. I diskret matematik har vi ett teorem som
sager att antalet inekvivalenta stallningar i X &ar lika med medelstorleken av
alla F'.

5.1 Antal stallningar och inekvivalenser Kung-Kung

Pa hur manga giltiga satt kan vi placera ut tva kungar pa ett schackbra-
de? Alla stéllningar dar kungarna inte star i direkt kontakt med varandra
ar giltiga. Man far namligen inte stélla sin kung i slag, och star kungarna
bredvid varandra maste nagon ha utfort detta ogiltiga drag. Vi observerar
att en ensam kung kan placeras antingen i ett horn, pa en kant eller ute pa
bradet, och técker ddrmed 4, 6 respektive 9 falt.

4 Kung i horn 60 falt for den andra kungen 240
24 Kung pa kant ej i horn 58 félt for den andra kungen 1 392
36 Kung ej pa kant 55 falt for den andra kungen 1 980
64 Totalt antal kombinationer 3 612

F &r alla stéllningar dar vi far samma stéllning efter operationen som in-
nan.Storleken av F betecknas | F'|. For identitetsfunktionen har vi alltsa 3612
stallningar som uppfyller detta. Bradet roteras 90°. Vi kommer aldrig att ha
mer an en kung av en farg, och den kungen kan aldrig placeras sa den star
kvar efter rotation. F' ar har 0. Samma géller rotation 180° och 270°. Vénder
vi bradet ser vi att inte héller hdr kan vi formé kungen att sta kvar.

Déremot nér vi vénder och roterar bridet. Operationen kallas dven di-
agonalreflektion fran horn al till a8. Har kan vi faktiskt stdlla kungarna sé
de inte péaverkas av operationen, ndmligen pa sjilva spegeln i den ndmnda
diagonalen. Antalet sétt att placera kungarna péa hér, s& de ej star bred-
vid varandra &r 6 om ena kungen star i hornet och 5 annars, vilket ger
2:64+6-5=42. |F| =42.

Vant och roterat 180° ar liksom vindning i y-axeln som att vanda i x-
axeln. Ingen kung kan sta kvar. Den sista, vint och roterat 270°, ar ocksa
diagonalreflektion men istéllet i diagonalen hl-a8. |F| = 42.



OPERATION g STORELEKEN AV F |F(g)]

(1) Identitetsstéllningen |F(1)] = 3612
(2) Rotera 90° |F(0)] =0
(3) Rotera 180° |F(02)| =0
(4) Rotera 270° |F(c%)] = 0
(5) Vind IP(r)| =

(6) Vénd och rotera 90° |F(10)| =

(7)  Vént och rotera 180° |F (T 2)]

(8) Vind och rotera 270° |F(r03)| =

Medeltalet for alla |F'| ar alltsa:
1/8(3612 + 42 + 42) = 462 inekvivalenta stallningar.

5.2 Antal inekvivalenser Kung-Kung med Torn

Vi undersoker vad som héander nar vi tillsdtter ett torn. Vi utgar fran att
spelaren som bara har en kung &r vid draget. Detta for att undvika de ogiltiga
stallningarna déar kungen ar hotad utan att vara vid draget. Liksom for bara
tva kungar ar det bara vid diagonalreflektion som vi har fler &n 0 stéllningar
som inte paverkas av symmetrioperationer. Nar kungarna star pa diagonalen
har vi 6 lediga félt for tornet. I identitetsstillningen har vi 62 lediga félt.
Saledes &r antalet inekvivalenta stillningar:
1/8(3612-62+42-6 +42-6) = 28056

5.3 Antal inekvivalenser Kung-Kung med tva Springare (el-
ler tva Torn)

Om vi utékar med tva springare méaste vi ta hénsyn till att dessa kan byta
plats, och att vid diagonalreflektion kan de placeras utanfor sjalva diagona-
len. Identitetsstéllningen kan springarna placeras pa (62 - 61)/2 per kungs-
stallning. Vid diagonalreflektion har vi (6-5)/2 = 15 sétt att placera de bada
springarna pa de 6 lediga filten pa diagonalen. Men vi kan &ven placera en
springare pé vardera sida om diagonalen. For varje falt finns precis en pa and-
ra sidan som uppfyller reflektionen, och vi har 28 sadana falt. Dock, ar ingen
stallning dar bada springarna hotar kungen giltig, och totalt finns det 112
sadana stéllningar nir springarna star symmetriskt pa var sin sida om diago-
nalen. Efter avdrag av dessa har vi pa diagonalen 42-15+4+42-28 —112 = 1694
och antalet inekvivalenta stallningar:
1/8(3612 - (62 -61)/2 + 1694 + 1694) = 854210

5.4 Antal inekvivalenser Kung-Kung med Springare och Torn

Med tva olika pjaser utéver kungen kan de inte byta plats och déarfor kan vi
som vanligt berdkna antalet inekvivalenta stallningar till:
1/8(3612-62-61+42-62-61+42-62-61) = 1747284



5.5 Antal inekvivalenser Kung-Kung med Bonde

Hittills har vi bara tittat pa stallningar utan bonder. Bonden skiljer sig fran
Ovriga pjiser da den bara gar i en riktning, framat. Roterar vi briadet ett
kvartsvarv har vi d&ndrat bondens genskap, da den kommer ga at sidan. Vand-
ning av bradet i y-axeln paverkar inte, sa vi har fortfarande den maéjligheten.
Antalet symmetrioperationer ar tva, identiteten och vindning i y-axeln. En-
ligt reglerna férvandlas en bonde som nar sista raden, och da den inte kan
backa kan en bonde aldrig std p& den forsta. Som mest kan vi placera en
bonde pa 6 - 8 = 48 falt. Vi far:
1/2(3612 - 48) = 86688

6 Praktisk implementering

Ség att vi redan har skapat en databas med samtliga giltiga stéllningar med
Kung + Torn mot Kung. Vi har enligt tidigare berdkningar 3612-62 = 223944
sadana stallningar. Nu gar vi igenom dessa och for varje stéllning tar bort vi
bort alla ekvivalenser, det vill séga de stallningar som fas genom symmetrio-
perationerna. For varje méangd ekvivalenta stallningar har vi endast kvar en.
Databasens storlek dr nu 28 056, ndrmare en 1/8 av ursprungsdatabasen.

For att hitta en given stéllning i den reducerade databasen, kan vi behéva
soka igenom den som mest atta ganger, en gang for varje symmetrioperation.
Den totala tiden for att soka igenom en 1/8 databas 8 ganger, ar samma tid
som sOka igenom ursprungsdatabasen sa reduceringen medfor ingen tidsfor-
lust.

7 Slutsats

Vi har visat att det gar att utnyttja tydliga samband mellan olika stallningar
i schack och kraftigt reducera utrymmet som krévs for att kunna vardera en
stallning entydigt. For att mojliggora detta har vi studerat briadets symmet-
riska egenskaper och tagit hjalp av kiinda teorem i diskret matematik.

Tillampningen i det hér fallet baseras pa kunskaper om automorfier pa
en graf. Vart schackbride kan direkt ersidttas med en kvadratisk figur, fyra
punkter sammanbundna med fyra kanter. En sddan figur kallas graf, och
dess horn numrerar vi 1,2,3,4 medsols med 1 i 6vre vénstra hornet. S& linge
vi inte har bonder pa bradet kan vi tillsitta en punkt (ett horn) for varje
pjés som direkt har en relation till de fyra ursprungshérnen. En bonde kan
betraktas som en punkt (5) kopplad till hérn 1 och 2 alternativt 3 och 4.

En automorfi &r en permutation (omnumrering) som bibehéaller relationen
mellan hérnen vi redan har. Ar tva horn forenade med en kant ska de sa forbli.
I fallet med bonden kan vi byta plats pa 1 och 2, om vi samtidigt byter plats
pa 3 och 4. Alla kanter bibehalls. Inga andra automorfier finns.



I fallet utan bénder ar en pjés kopplad till alla horn och ddrmed kommer
alla automorfier som finns pa kvadraten gélla hela grafen inklusive pjéser.
For en sadan graf har vi permutationerna, skrivna sa att den forstndmnda
flyttar till nésta, den sista med den forsta inom samma parantes, (1234),
(13)(24), (1432), (24), (13), (12)(34) och (14)(23). Inga andra permutationer
finns, da relationen mellan tva hérn som tidigare fanns skulle brytas.

Genom ytterligare studier av grafer som representerar schackstéllningar
kan vi mojligen hitta andra samband att utnyttja. For den schacktekniskt
intresserade studenten rekommenderas férdjupningar inom diskret matema-
tik.

8 Kallor
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