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2. EKVATIONER

t

2 Ekvationer

Bestém nollstéllena till funktionen f(z) = (@3 + 32 — 3)/(2* — x — 1) med
tre decimalers noggrannhet.

Crovlokalisera rétterna till ekvationen e* = 10cosz. Berakna den positiva
roten med atta siffrors precision.

Ekvationen a® = 2% har en trivial rot £ = a och en annan rot. Fér a = 2
blir den z = 4. Bestim den icketriviala roten for ¢ = 3. Anvéind Newton-
Raphsons metod efter lamplig omskrivning.

Om a inte ar exakt tre utan snarare 3.00 £ 0.005, hur stor dr osikerheten
i a-viirdet? For vilket a-virde finns bara roten = = a?

[ en kvadratisk skiva med sidan en lingdenhet borras ett cirkuldrt hal med
radien r sa att perilerin nuddar den vinstra kanten i origo enligt figuren.
Tyngdpunktens a-koordinat ges av z, = 0.5+ wr?(0.5 — r) /(1 — wr?).

0.5y 0.8

o 1 o |
a) Visa att maximalt virde pa wy, crhalls f6r det r-virde som satisfierar
ekvationen ¥ — 3r 4+ 1 = 0. Bestiim r och tyngdpunktskoordinaten x,,.
b) Berdkna hur stor cirkelhalradien ska vara f6r att tyngdpunkten ska hamna
vid hégra hallanten.

Inséttningssortering och quicksort dr tva vanliga metoder att ordna en vektor
med N komponenter. Inséttning har komplexitet ~ N2 och quicksort ~N In NV
om startordningen dr slumpmiéssig, Donald Knuth understkte (&r 1973) kor-
tider for insattning och quicksort (‘medianen av tre’-versionen) och fann
fsljande beroende fér insittning: 2N? + 9N tidsenheter, och fér quicksort:
145N InN + 1.9N. For vilka NV var insdttning snabbast pd Donald Knuths
sjuttiotalsdator?



2. EKVATIONER

= o { - [p@+2by (@) + By (@) + By @)+ +
+4 [y(0) + by'(a) + F"(a) + By @)+ | = 3y(a)} ~¥/(@) =
= —leaz o®),

Svar: p= 2, vilket innebiir att felet &r proportionellt mot steglingden i kvadrat
yflf(a
5

{(konstanten ¢ = -

c)
x=7:0.02:8;
y=(sqrt (x-7) . 5+2*sin{pi*sqrt(x)))./(sqrt{x+ti*iog(x-2%pi)}-1); plot(x,y)
disp(’ h 1 D2 Di-yprim D2-yprim *)
h=(.04; yprim=-1.68043;
for k=1:4
x=T+h*(0:2} ',
y=(sqrt (x-T} . ~5+2*sin{pi*sqrt(x))) ./ (sqrt{x+d*log (x-2¢pi)) -1} ;
Di=(y(2)-y(1))/h; D2=(-y(3)+dxy(2)-3%y(1))/(2+h);
disp{[h D1 D2 Di-yprim D2-yprim])
h=h/2;

Dl-yprim D2-yprim
G.040 -1.6784  -1.8707 0.1021 Q.0097
$.020 -1.6282  -1.6781 0.05622 0.0023
¢.010 -1.6641  -1.680C G.02683 0.0005
€.005 -1.,6672  -1.6804 0.0132 0,0001

Tabellen visar att 4 b halveras s halveras i stort sett felet 1 D1, Felet 1 D2 blir
cirka fjardedelen av sitt forra viirde da h halveras (felet prop. mot A?).

2  Ekvationer

Nollstilléna cill f(x) dr samma som tiljarens nollstillen, dvs ° + 322 — 3 =0
(under forutsittning att ndmnaren a?-z- 150 for dessa nollstillen).
Skissa kurvan y=2" + 322 — 3 pa [-3, 1]. Nollstillena avlises till oq = —2.5,
ey — 1.5, ag=1. Med Newton-Raphsons metod erhills stérre noggrannhet:
zp = —2.5 konvergerar mot --2.532
Tper = an — (23 +3u2 - 3)/ (322 +62,); wo = —1.5 konvergerar mot —1.347
g =1 konvergerar mot  0.879

Skissa kurvorna y = €7 och y = 10cosz. DA ser man att de skir varandra ungefir
vid 2 = 1.2 och dessutom vid & = ~x/2—nm, n=0, 1, 2,... Vianviinder Newton-
Raphsons metod: Ty, = Tp + hg dir fiyp = —(e® — 10 cosxzy) /(€ + 10sin zy).
Med zg = 1.2 erhalls (endast nio siffror i @y skrivs ut): hg = 0.02400700,

2 = 1.22400700, hy = —1.55177 - 1074, @y = 1.22385182, hy = —~6.4.107%,
wg = 122385181, by = —1.4-107%8, 2y = 1.2238/:/’518?
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Som synes avtar korrektionstermerna fy, kvadratisks (ner till datorprecision}. Den
positiva roten ir med &tta korvekta siffror: 1.2238518.

Logaritmera: zlne = aloz, eller Inz — r'—“ﬂ—“ = 0, Infér ¢ = L‘}f = L‘;_i =
0.366204008. Lis ekvationen Inx—cz = 0 med Newton-Raphsons metod. Grovskiss
av kurvan ¥y = lnz — ¢35 visar att firutem roten vid £ = 3 finns det en rot niira
x = 2.5. Efter ndgra iterationer erhalls roten till 2.4780527.

Parametern o har en osilkerhet pa £0.005, hur paverkar det rotvirdet? Gor
om rikpingarna med stérda a-virden. Med o = 3.005 giiller ¢ = 0.3661489 och
roten blir 2.4744, Med ¢ = 2.995 géller ¢ = 0.3662585, roten blir 2.4817. Resultat:
z = 2478 + 0.004.

Kurvan y = I“T" skir linjen ¥ = ¢ i tva punkter, men for a = e sammanfaller de i
maxputkten z = e, y = 1/e.

a} Derivera uttrycket fér ;;, och sitt derivatan lika med noll. Med MATLAB-satseria
c=[pi 0 -3 1]; r=roots(c) fAr man: r = -1,1i39 0.7132 0.4007, varav en-
dast det sista virdet dr rimligt foér cirkelradien {och ger maximum). Tyngdpunkts-
koordinaten blir xg = 0.6011,

b) Ekvationen blir 0.5 + 7r?(0.5 — r)/(1 — m?) = 2r som ken omformas till
(0.5 — 20} (1 — wr?) + 77205 — r) = 0 dvs wr ~ 2 + 05 = 0. MATLAB-
satserna c=[pi 0 -2 0.5]; r=roots(c) ger r = -0.9017 0.6145 0.2872, dir
roten 0.2872 &r den enda rimliga. Tyngdpunktskeordinat: oy, = 2R = 0.5744.

Ekvationen blir 282 + 9N — 145N In ¥ — LIN = 0. En enke! skiss visar att N-
virdet finns mellan 15 och 20. Med till exempel Newton-Raphsons metod erhalis
N = 16.984. Insédbtningssortering var alltsd snabbare dn quicksort fér ¥ < 17.

g = 1.5, P{1.5} = 0.25 och P'(1.5} = 50.75. Ett steg med Newton-Raphsons

metodl gors: @ = 1.5 — 22 = 1.5 - 0.00493 = 1.40507.

x=1.5; du=1;
while abs(dx/x)>1e-12 % god margimal i noggrannhetskravet
AR "4 - THx~3+5 . 5472427 5*x-50; pprim=164x"3-21ex"2+11xx+27.5;
dx=-p/pprim; disp(lx dx]}, x=x+dx;
end, xsclv=x
Efter tre iterationer fis x = 1.4950604705. Med roota([4 -7 5.5 27.5 -50])
erhalls alla rdtter med datorprecision (vi ndjer oss med att skriva ut fem siffror):
1.0238 £ 1.8016¢, 1.4951, —~1.7926.

Lat f(z) = 10219 cosz—e~". For z néra noll galler f = 102!/ —z-1-1=
10(z"/10 —0.2) som blir noll fér 2 = 0.2'% = 210 10719 = 1.024 . 1077 . Detta bér
vara en god startgissning tiil ekvationen f(z) = 0. Med Newton-Raphsons metod
(och en iteration) erhails & = 1.02400000 - 107,
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P(z) = 4ot — 723 + 5.52% + 27.520 — 50 = 0 har en rot nira 1.5. Handrikna
ett Newton-Raphson-steg for att f4 ett noggrannare rotviirde.

Skriv ett MATLAB-program som beriknar roten med tio korrekta siffror,
Utnytéja MATLARs roots [6r att erhilla alla fyra nollstéllena till Plx).

A . . L - . N
Bestim négon rot till ekvationen 10x® —x — cosxz —e™® = 0. Undersék om
det finns fera roster; analysera vad som hinder da 2 — 0 och d8 2 — oo,

P3 avstandet en meter fran en vigg finns on tvA meter hog mur. En fom
meter lang stege lwtas Sver muren mot viggen si att stegen nuddar muren.
Pa viltken hojd H stoder stegen mot viggen? Rita f6r hand en figur och hérled
ckvationen H* + H?/(H — 2)? = 25.

Skriv ekvationen som en polynomekvation P(H } = och berékna rétter-
na till den (t ex med MATLABs raots). Vilken eller vilka lésningar &r rimliga?

Elevationen tanw = z har ofindligh manga rotter. En rot finns vid = = 0.
Bestdm de sex firsta positiva rotterna med minst sex siffrors noggrannhet,
Det dr lampligh att [rst skriva om ekvationen genom [Brifingning med cosz,
forklara varfor!

Bkvationen ax —sinz —In(1+x) =0 dir ¢=1.96 har {érutom roten =0
cn liten positiv rot. Utnyttja serieutveckling for att hitta en approximation
till raten med citka en siffras noggrannbet, Berikna darefter roten med minst
fom sikra siffror.

Hur noggrant kan roten anges, om a-vardet ovan inte ir givet exakt utan
ar korrekt avrundat?

-Ekvationen g% /In(z+5) =1 dr given dir parametrarna a och b uppfyller

= 2.533 £ 107% och & = 0.543 = 2. 107%.  Bestdm roten till ekvationen
med en noggrannhet som ar rimlig med hinsyn till csikerheten | o och b.
Gor numeriska experiment fir att avgiira hur manga korrekta siffror som kan
erhallas 1 rotvirdet.

Funktionen g{z) == ae® +b antar viirdena g{—1) = 6 och ¢{0) = 12. Bestam
a och b med minst fom korrekta decimaler.
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Finns det fler rétter? Rita upp funktionskurvan t ex i inter-
vallet 0 till 25. Man ser att en rot finns vid z =~ 12. Med tva
iterationer | Newton-Raphsons metod erhills roten med nio
korreleta siffror, @ == 11.9840074. Fler rétter kan inte finnas
for f(z) &r inte definierad for = < 0, och f6r stora w-virden
domineras funktionsutirycket av termen —g som gar mot
~o0 (se figuren),

Likformighet ger =1 = %, dvs o = ﬁf{-_ Pythagoras sats

ger H? 4+ a* = 52, dvs H? + HY/(H — 2)? = 25.
Forling med (H - 2)% si blir ckvationen H* ~ 4H% _
20H? + 100H — 100 = 0. Ekvationen loses i MATLAB med
c=[1 ~4 —20 100 -100]; r = roots(c).

Rétterna dr -4 9490, 46857, 2.6120, 1.6503. Eftersom A mas-
fe vara stirre &n 2 si kommer stegen att luta mot viiggen pa
héjden H = 2.6120 eller H = 4.6857.

Elvationen lyder 22 — » = 0 med en nimnare som blir noil 4 odndligi manga
LOsE T

stillen (vid figurens vertikala streck dir den MATLAB-ritade kurvan gir ett hopp
fréin oo till ~co). Forling med cos z sa att ekvationen i stallet blir sin 2—z cos = 6.
Med Newton-Raphsons metod erhalls rétterna 4.4934085, 7.7252518, 10.0041217,
14.0661639, 17.2207553, 20.3713030.

Kutwuma y=tank oth yax

L

format long, xstart=3*pi/2-0.1; % startgissning till rot ar 1
for nr=1:6
di=zp(’ *); disp(’ X dx*)

x=xstart; dx=1; iter=0;
while abs(dx/x}>le-12 & iter<8
f=sin(x)-x*cos(x); fprim=g*sin(x);
dr=-f/fprim; disp([x dx]), x=x+dx; itersiter+1;
end
Xstart=xstart+pi; % startgissning till nista rot
end
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Serieutveckla: 1.98z—{z—z*/6+...)—(z—2?/24+2%/4~...) = O som forenklas till
@ (~0.044x /22?84, ) = 0. z = 0 #r trivial rot. Med tva termer | utvecklingen
erhalls = = 0.08. Med tro termer Fir vi andragradsekvationen =% — 3z + 0.24 = 0
med rotterns £ = 15+ /2.01 = 1.5 4 1.4177. Den nirmast nell dr 0.0823. Med en
siffras noggrannhet &r roten 0.08,
Anviind xg = .08 som startvirde i Newton-Raphsons metod pd wrsprungliga el-
vationen {derivatan & f'(x) = ¢ ~ cosz — ﬁ) Efter ett par iterationer erhdlis
rotvardet 0.0819825.

Understtk hur en storning | @ paverkar roten. Lés ekvationen dels med « = 1.955
som ger virdet 0.092484, dels med a = 1.963 som ger 0.071533. Roten kan anges
som 0,082 + 0.011.

Skeiy om ekvationen till e=%** — In(z + b) = 0 och 165 med Newton-Raphsons
metod, Uppritning av funktionskurvan visar att den enda roten fAnns ungefir vid
x = 0.75. Vi l6ser ekvationen tre ginger, dels med ostdrda parametrar, dels med
stord, dels med b stord.

*=0.75; xs=[];
a0=2.533; b0=0.543; a=a0; b=h0; b=1;
while abs{h/x)>1e-8
f=exp{-a*x~2) -log(x+b); fp=-2¥xxarexp(-a*x~2)-1/(xtb); h=-f/fp; x=x+h;
end
x, xs=ixs x];
a=a(+0.00%;
b=b(; h=1;
while abs(h/x)>1e-8
f=exp{-a*x~2)-log{x+b); fp=-2¢xxarexp{-a*x~2)-1/{(x+b); h=-f/fp; x=x+h;
end
x, xs=[xs x];
a=a0,
b=b0+0.002; h=i;
while abs(h/x)>1a-8
frexp(-arx~2)}-log(xtb) ; fp=-2sxtakexp{-a*x~2)-1/{x+b); h=-f/fp; x=x+h;
and
¥, xs=[xs x];
err=abs{xs{i) -xs{2})}+abs(xs(1)-x3(3)); % telbidragen adderas
%.med_fel=[xs(1) err]

Svar: Roten &r 0.7404 # 0.0010 (eller 0.740 £ 0.002},

Tva samband: ge™® 4 b = 6 och a-+b = 12. Sitt in ¢ = 12 — b i firsta sambandet si
erhalis (12— b)e~¥ +b-6 = 0, Uppritning av funktionen i vinsterledet ger att b2 1
och b = 6. Med Newton-Raphsons metod erhdlls & = 0.763516, o = 11.23G484 samt
b — 5.984863, a = 6.015137.

likvationen kan skrivas va/g + e™® ~ 1 =,0. Newton-Raphsons metod blir:
Uny] = 8 — (vay /g + et D/ (ufg ~ te—aﬂi}'
v=158, g=10, £ = 1.9 ger 16sningen a=0259%5.
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